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Предисловие

Десятая школа-конференции «Алгебры Ли, алгебраические группы и тео-
рия инвариантов» проходила в Москве с 28 января по 2 февраля 2023 го-
да. Организаторы: Самарский национальный исследовательский университет
имени академика С.П. Королева, Математический институт им. В.А. Стекло-
ва Российской академии наук, Национальный исследовательский универси-
тет «Высшая школа экономики», г. Москва, Математический центр мирового
уровня «Математический институт им. В.А. Стеклова Российской академии
наук» (МЦМУ МИАН), г. Москва. Информацию о предыдущих школах-кон-
ференциях см. на сайте http://https://lie-school.ru.

Программный комитет школы-конференции: И.В. Аржанцев (НИУ ВШЭ),
Н.А. Вавилов (СПбГУ), М.Х. Гизатуллин (Самара), С.О. Горчинский (Мате-
матический институт им. В.А. Стеклова РАН), А.С. Клещёв (Университет
Орегона, США), А.Н. Панов (Самарский университет), Д.А. Тимашёв (МГУ
им. М.В. Ломоносова), Е.Б. Фейгин (НИУ ВШЭ, Сколтех), В.И. Черноусов
(Университет Альберты, Канада), О.К. Шейнман (Математический институт
им. В.А. Стеклова РАН), К.А. Шрамов (Математический институт им. В.А.
Стеклова РАН).

Организационный комитет школы-конференции: И.В. Аржанцев (НИУ
ВШЭ, председатель), С.О. Горчинский (Математический институт им. В.А.
Стеклова РАН, заместитель председателя), А.Н. Панов (Самарский универ-
ситет, заместитель председателя), Д.А. Тимашёв (МГУ им. М.В. Ломоносова,
заместитель председателя), М.В. Игнатьев (Самарский университет), Ю.И.
Зайцева (НИУ ВШЭ), А.Ю. Перепечко (ИППИ им. А.А. Харкевича РАН,
НИУ ВШЭ), А.А. Шафаревич (МГУ им. М.В. Ломоносова, НИУ ВШЭ).

Участниками школы были студенты, аспиранты и молодые учёные из Рос-
сии и других стран. Им были прочитаны следующие лекционные курсы:

• Чудесные многообразия в теории сферических многообразий
(Роман Сергеевич Авдеев, НИУ ВШЭ, Москва, Россия);

• Инвариант Макар-Лиманова и автоморфизмы аффинных алгебраиче-
ских многообразий
(Сергей Александрович Гайфуллин, МГУ им. М.В. Ломоносова, НИУ
ВШЭ, Москва, Россия);

• Автоморфизмы трехмерных многообразий Фано
(Александр Геннадьевич Кузнецов, Математический институт им. В.А.
Стеклова РАН, Москва, Россия);
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• Умножения двойных классов смежности и шлейфы бесконечномерных
групп
(Юрий Александрович Неретин, ИТЭФ им. А.И. Алиханова НИЦ «Кур-
чатовский институт», МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва, Россия);

• Слоения, возникающие из конфигураций векторов, двойственность Гей-
ла и момент-угол многообразия
(Тарас Евгеньевич Панов, МГУ им. М.В. Ломоносова, НИУ ВШЭ,
ИППИ им. А.А. Харкевича РАН, Москва, Россия);

• Квадратичные формы и мотивы Чжоу
(Виктор Александрович Петров, СПбГУ, Санкт-Петербург, Россия).

Сборник содержит анонсы лекционных курсов и тезисы докладов участ-
ников школы-конференции.

Мероприятие проводится при финансовой поддержке Минобрнауки
России (грант на создание и развитие МЦМУ МИАН, соглашение
075–15–2022–265).

Оргкомитет
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Аннотации лекционных курсов

Чудесные многообразия в теории сферических многообразий
Р.С. Авдеев

НИУ ВШЭ, Москва, Россия
suselr@yandex.ru

В теории алгебраических групп преобразований видное место занимают
сферические многообразия – это алгебраические многообразия, снабжённые
регулярным действием связной редуктивной группы G таким образом, что
борелевская подгруппа B ⊂ G обладает плотной открытой B-орбитой. Наи-
более известные примеры сферических многообразий — торические многооб-
разия, многообразия флагов и симметрические пространства. С самого на-
чала изучения сферических многообразий в 1980-е гг. внимание исследовате-
лей привлекала задача их классификации. Эта задача естественным образом
разбивается на две независимых подзадачи: во-первых, классифицировать
всевозможные однородные сферические многообразия (они называются сфе-
рическими однородными пространствами), а во-вторых, для каждого сфери-
ческого однородного пространства описать его всевозможные открытые экви-
вариантные вложения. Полное решение второй подзадачи было известно ещё
на заре развития этой науки благодаря знаменитой теории Луны–Вюста от-
крытых эквивариантных вложений однородных пространств. Данная теория
позволяет описать все сферические многообразия с фиксированной открытой
G-орбитой в терминах так называемых цветных вееров, которые обобщают
обычные вееры, используемые для классификации торических многообразий.
Задача же классификации сферических однородных пространств оказалась
гораздо более сложной и потребовала для своего решения ещё нескольких де-
сятилетий. Принципиальный сдвиг в этом направлении произошёл в 2001 г.
благодаря работе Луны, в которой он свёл задачу к задаче классификации
так называемых чудесных многообразий (по-английски «wonderful varieties»)
и сформулировал гипотезу об их полном комбинаторном описании. Чудесные
многообразия — это гладкие полные G-многообразия, обладающие плотной
открытой G-орбитой и удовлетворяющие дополнительным условиям на кон-
фигурацию остальных G-орбит. Эти многообразия являются сферическими
и включают в себя многообразия флагов. В данном курсе планируется об-
судить упомянутые выше сюжеты, чудесные многообразия и два различных
подхода к доказательству гипотезы Луны, один из которых, инициированный
самим Луной в той же работе 2001 г., в итоге привёл к успеху.
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Инвариант Макар-Лиманова и автоморфизмы аффинных
алгебраических многообразий

С.А. Гайфуллин
МГУ им. М.В. Ломоносова, НИУ ВШЭ, Москва, Россия

sgayf@yandex.ru

Пусть X — аффинное алгебраическое многообразие над полем k. Алгеб-
раические подгруппы в группе регулярных автоморфизмов X, изоморфные
аддитивной группе поля k соответствуют локально нильпотентным диффе-
ренцированиям алгебры регулярных функций k[X]. Напомним, что локально
нильпотентным дифференцированием (ЛНД) данной алгебры A называется
такой линейный оператор δ : A → A, удовлетворяющий тождеству Лейбни-
ца δ(ab) = aδ(b) + δ(a)b, что для любого a ∈ A найдётся натуральное n с
условием δn(a) = 0.

В 1996 году Леонид Макар-Лиманов [2]. предложил рассмотреть пересече-
ние ядер всех ЛНД данной алгебры. В последствии это подкольцо получило
название инвариант Макар-Лиманова и стало обозначаться ML(A). Слово
«инвариант» отражает тот факт, что данное подкольцо инвариантно относи-
тельно регулярных автоморфизмов алгебры.

В курсе лекций будет рассказано некоторое количество техник полезных
для вычисления инварианта Макар-Лиманова алгебр (многообразий). Также
мы рассмотрим два применения инварианта. Первое — применение для до-
казательства неизоморфности многообразий. Если две алгебры имеют неизо-
морфные инварианты Макар-Лиманова, то они не изоморфны. Именно этому
применению инвариант обязан своей известностью. Классический пример —
это доказательство неизоморфности кубики Кораса–Расселла, которая зада-
ётся в четырёхмерном пространстве уравнением {x + x2y + z2 + t3 = 0} и
трёхмерного аффинного пространства. Второе — применение для описания
группы автоморфизмов данного многообразия. Оказывается, что знание то-
го, что некоторое подкольцо инвариантно бывает полезно для изучения всей
группы автоморфизмов. Также в лекциях мы рассмотрим аналоги инвари-
анта Макар-Лиманова: инвариант Дерксона и некоторые модификации этих
двух инвариантов.

Список литературы
[1] G. Freudenburg. Algebraic theory of locally nilpotent derivations. Encyclo-
paedia Math. Sci. 136. Springer–Verlag, 2006.
[2] L. Makar-Limanov. On the hypersurface x + x2y + z2 + t3 = 0 in C4 or a
C3-like threefold which is not C3. Israel J. Math. 96 (1996), 419–429.
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Автоморфизмы трёхмерных многообразий Фано
А.Г. Кузнецов

Математический институт им. В.А. Стеклова РАН,
Москва, Россия
akuznet@mi-ras.ru

Многообразия Фано составляют наиболее важный класс рационально связ-
ных (то есть близких к рациональным) проективных алгебраических много-
образий. Классификация гладких трёхмерных многообразий Фано, получен-
ная в работах Дж. Фано, В. Исковских, Ш. Мори и Ш. Мукаи — одна из жем-
чужин алгебраической геометрии XX века. В курсе я расскажу о наиболее
интересных трёхмерных многообразиях Фано, в первую очередь об «основной
серии» (многообразиях с числом Пикара 1) и о их группах автоморфизмов.

Умножения двойных классов смежности
и шлейфы бесконечномерных групп

Ю.А. Неретин
ИТЭФ им. А.И. Алиханова НИЦ «Курчатовский институт»,

МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва, Россия
neretin@mccme.ru

Пусть G — группа,K — её подгруппа, пустьK\G/K — пространство двой-
ных классов смежности. Оказвается, что для «бесконечномерных групп» G

это факторпространство обладает естественным ассоциативным умножени-
ем. Естественность, например, означает, что для любого унитарного пред-
ставления группы G в пространстве K-неподвижных векторов действует по-
лугруппа двойных классов (первый такой пример был обнаружен Исмагило-
вым в 1960 гг.). Это бывает, в частности, для бесконечномерных групп матриц
(над вещественным, конечным или p-адическим полем), для симметрических
групп. Эти полугруппы удаётся явно описывать, и это приводит, с одной сто-
роны, к неожиданным алгебраическим структурам, а с другой — к явным
описаниям факторпространств на комбинаторном или геометрическом язы-
ке, причём эти описания работают и в конечномерной ситуации. Цель лекций
— явные описания инвариантов и мультипликативных структур (унитарные
представления будут присутствовать лишь в качестве необходимого фона).

В частности, предполагается обсудить такие примеры.
1) G — произведение нескольких бесконечных симметрических групп, K —
диагональная подгруппа (или меньшая симметрическая подгруппа в диаго-
нали).
2) G — бесконечномерная унитарная группа, K — ортогональная подгруппа
меньшего размера.
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Слоения, возникающие из конфигураций векторов,
двойственность Гейла и момент-угол многообразия

Т.Е. Панов
МГУ им. М.В. Ломоносова, НИУ ВШЭ,

ИППИ им. А.А. Харкевича РАН, Москва, Россия
tpanov@mech.math.msu.su

Пусть V ∼= Rk — вещественное векторное пространство и Γ = {γ1, . . . , γm} —
последовательность (конфигурация) векторов в двойственном пространстве V ∗,
порождающая его. Рассмотрим экспоненциальное действие V на простран-
стве Rm, заданное следующим образом:

V × Rm −→ Rm

(v , x ) 7→
(
x1e

⟨γ1,v⟩, . . . , xme
⟨γm,v⟩

)
.

(1)

Это классический пример динамической системы, восходящий к работам Пу-
анкаре. В то же время, действие (1), а также его голоморфные и алгебраиче-
ские версии возникают в важных современных конструкциях алгебраической
геометрии и топологии, среди которых

– полные пересечения вещественных и эрмитовых квадрик (топология и
голоморфная динамика);

– фактор-конструкция Батырева–Кокса торических многообразий (тори-
ческая геометрия);

– гладкие и комплексно-аналитические структуры на момент-угол-много-
образиях и LVM-многообразиях (торическая топология и комплексная
геометрия).

Имеется замечательная связь между линейными свойствами конфигура-
ции Γ и топологией слоения Rm орбитами действия (1). Наиболее эффектив-
но эта связь описывается при помощи двойственной по Гейлу конфигурации
векторов A = {a1, . . . ,am} в пространстве W ∗ ∼= Rm−k.

С геометрической точки зрения интерес представляют пространства невы-
рожденных листов слоения, то есть подмножества U ⊂ Rm, ограничение
действия (1) на которые свободно. Такие подмножества U = U(K) представ-
ляют собой дополнения до наборов координатных подпространств в Rm и за-
даются симплициальными комплексами K на множестве [m]. Если действие
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V на U(K) не только свободно, но и собственно (что влечёт замкнутость ор-
бит), то пространство листов (орбит) U(K)/V является гладким многообра-
зием, а в случае голоморфного или алгебраического действия — комплексно-
аналитическим и алгебраическим многообразием, соответственно.

Ключевой топологический факт заключается в том, что действие V на
U(K) свободно и собственно тогда и только тогда, когда данные
{K;a1, . . . ,am} задают симплициальный веер Σ в пространстве W ∗. На осно-
ве двойственности Гейла критерий веера можно сформулировать непосред-
ственно в терминах исходной конфигурации Γ, задающей действие. Кроме
того, пространство орбит U(K)/V компактно тогда и только тогда, когда
веер Σ полный. В этом случае U(K)/V отождествляется с вещественным
момент-угол-многообразием RK = (D1, S0)K, а для голоморфного действия
на Cm — с момент-угол-многообразием ZK = (D2, S1)K. Наконец, если кон-
фигурация Γ (или, эквивалентно, A) лежит в решётке, то веер Σ рационален,
а действие (1) задаёт алгебраическое действие тора на U(K) ⊂ Cm, фак-
торпространство которого — торическое многообразие XΣ. (Это известно как
фактор-конструкция Батырева–Кокса.)

Также интерес представляет класс действий, для которых соответствую-
щий веер Σ является нормальным веером выпуклого многогранника. Здесь
также имеется критерий в терминах конфигурации Γ на основе двойственно-
сти Гейла. (В рациональном случае это даёт критерий того, что торическое
многообразие XΣ является проективным.) В случае, когда веер Σ являет-
ся нормальным, пространство орбит U(K)/V отождествляется с невырож-
денным пересечением вещественных квадрик (а в случае голоморфного дей-
ствия — с пересечением эрмитовых квадрик). Доказательство этого факта
использует свойства многомерного преобразования Лежандра.

Квадратичные формы и мотивы Чжоу
В.А. Петров

Санкт-Петербургский государственный университет,
Санкт-Петербург, Россия

v.a.petrov@spbu.ru

Пусть F — поле характеристики не два. Пифагоровым числом поля F на-
зовем такое наименьшее число n, что любой элемент поля, представимый в
виде суммы нескольких квадратов, представим уже в виде суммы n квад-
ратов. Например, пифагорово число поля вещественных чисел равно 1, ко-
нечного поля равно 2, а по теореме Лагранжа о сумме четырех квадратов
пифагорово число поля рациональных чисел равно 4.
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Можно предположить, что пифагорово число всегда является степенью
двойки. Но оказывается, что для любого натурального n существует поле с
пифагоровым числом n. Что удивительно, для своего доказательства этот
элементарный по формулировке факт требует привлечения тонких понятий
из теории квадратичных форм (размерность Ижболдина) и мощной техники
мотивов Чжоу. Конечно, эта теория имеет и другие применения, некоторые
из которых я упомяну в курсе.
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Тезисы докладов участников

Разрешимые алгебры Ли с нильрадикалом коразмерности,
равной числу порождающих нильрадикалов

К.К. Абдурасулов
Институт математики имени В.И. Романовского Академии наук

Республики Узбекистан, Ташкент, Узбекистан
abdurasulov0505@mail.ru

В этой работе приведена классификация разрешимых алгебр Ли с ниль-
радикалом коразмерности, равной числу порождающих нильрадикалов. Учи-
тывая единственность таких алгебр Ли, данная классификация даёт положи-
тельное решение гипотезы Снобля в случае, когда коразмерность нильради-
кала совпадает с числом порождающих нильрадикалов. Более того, доказана
полнота этих алгебра.

Определение 1. Алгебра G над полем F называется алгеброй Ли, если
для любых элементов x, y, z ∈ G выполняются следующие два тождества:

[x, x] = 0− тождество антикоммутативности,

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0− тождество Якоби,

где [−,−] — умножение в G.

Для произвольной алгебры Ли L определим ряды

L[1] = L, L[k+1] = [L[k], L[k]]; L1 = L, Lk+1 = [Lk, L1], k ⩾ 1.

Определение 2. Алгебра Ли L называется разрешимой (соответственно,
нильпотентной), если существует s ∈ N такое, что L[s] = 0 (соответственно,
Ls = 0).

Максимальный нильпотентный идеал алгебры Ли L называется нильра-
дикалом.

Определение 3. Линейное отображение d ∈ End(L) называется диффе-
ренцированием алгебры L, если выполняется равенство

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)] для любых x, y ∈ L.

Справедливость тождества Якоби влечёт тот факт, что оператор право-
го умножения на элемент алгебры является дифференцированием алгебры.
Дифференцирования вида adx(y) = [y, x] называются внутренними.
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Определение 4. [1] Алгебра Ли называется полной, если её центр триви-
альный и любое дифференцирование алгебры является внутренним.

Приведем гипотезу Снобля о разрешимых алгебрах максимальной размер-
ности с заданным нильрадикалом [2].

Гипотеза. Пусть N — комплексная нильпотентная (не характеристиче-
ски нильпотентная) алгебра Ли. Пусть L, L′ – разрешимые алгебры Ли с
нильрадикалом N максимальной размерности в том смысле, что нет таких
разрешимых алгебр Ли больших размерностей. Тогда алгебры L и L′ изомор-
ны.

Теорема 1. Пусть L — разрешимая алгебра Ли с нильрадикалом N и та-
кая, что dimL/N = dimN/N 2 = k. ТогдаR допускает базис {e1, . . . , ek, ek+1,
. . . , en, x1, . . . , xk} такой, что таблица умножения в L имеет следующий вид:

[ei, ej] =
n∑

t=k+1

γti,jet, 1 ⩽ i, j ≤ n,

[ei, xi] = ei, 1 ⩽ i ⩽ k,

[ei, xj] = αi,jei, k + 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ k,

где αi,j — количество вхождений базисного элемента ej, j = 1, . . . , k, в
формирование элемента ei, i = k + 1, . . . , n.

Замечание. Следует отметить, что в Теореме 1 структурные константы
αi,j разрешимой алгебры Ли однозначно определяются структурными кон-
стантами нильрадикала. Таким образом, Теорема 1 даёт положительное ре-
шение Гипотезы в случае, когда dimL/N = dimN/N 2.

Теорема 2. Пусть L— разрешимая алгебра Ли с нилрадикаломN и такая,
что dimL/N = dimN/N 2. Тогда L — полная алгебра.

Список литературы
[1] Н. Джекобсон. Алгебры Ли. М.: Мир. — 1964.
[2] L. Šnobl. On the structure of maximal solvable extensions and of Levi extensions
of nilpotent Lie algebras. J. Phys. A 43 (2010), 505202.
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Многогранники Кокстера в пространствах Лобачевского
С.А. Александров

Московский физико-технический институт, Москва, Россия
cyanprism@gmail.com

Многогранниками Кокстера называют многогранники, все углы которых
являются целыми частями π. В евклидовых пространствах и на сферах все
такие многогранники были классифицированы Кокстером в 1934 году. Изу-
чение многогранников Кокстера в пространствах Лобачевского было начато
Винбергом. В 1984 году ему удалось доказать, что, в отличие от евклидового и
сферического случаев, в пространствах Лобачевского размерности 30 и более
таких многогранников нет. В 1992 Бугаенко построил пример многогранника
Кокстера рекордной на текущий момент размерности 8. Одной из централь-
ных задач этой области является нахождение размерностей, в которых такие
многогранники могут существовать.

В своём докладе я расскажу о моих основных результатах, полученных в
работе [1], а также недавних продвижениях других авторов в этой области
(см. [2], [3], [4]).

Список литературы
[1] S. Alexandrov. Lannér diagrams and combinatorial properties of compact
hyperbolic Coxeter polytopes, arXiv: math.GT/2203.07248 (2022).
[2] A. Burcroff. Near classification of compact hyperbolic Coxeter d-polytopes with
d+ 4 facets and related dimension bounds, arXiv: math.CO/2201.03437 (2022).
[3] J. Ma and F. Zheng. Compact hyperbolic Coxeter 4-polytopes with 8 facets,
arXiv: math.GT/2201.00154 (2022).
[4] J. Ma and F. Zheng. Compact hyperbolic Coxeter five-dimensional polytopes
with nine facets, arXiv: math.GT/2203.16049 (2022).

Лучезарные торические многообразия I
И.В. Аржанцев1

ФКН НИУ ВШЭ, Москва, Россия
arjantsev@hse.ru

Полное торическое многообразиеX будем называть лучезарным, если мак-
симальная унипотентная подгруппа U группы автоморфизмов Aut(X) дей-
ствует на X с открытой орбитой. Оказывается, такие многообразия могут
быть охарактеризованы целым рядом замечательных свойств. В докладе мы

1Работа поддержана грантом РНФ-DST 22–41–02019.
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обсудим эти свойства, охарактеризуем полные веера, отвечающие лучезар-
ным многообразиям, и предложим комбинаторную технику, позволяющую
описывать множество корней Демазюра лучезарного многообразия. В каче-
стве приложения будет описана структура максимальной унипотентной под-
группы U группы автоморфизмов Aut(X). Доклад основан на совместных
работах с Александром Перепечко, Еленой Ромаскевич и Кириллом Шахма-
товым.

Список литературы
[1] К.В. Шахматов. Гладкие непроективные эквивариантные пополнения аф-
финного пространства. Математические заметки 109 (2021), no. 6, 929–937.
[2] I. Arzhantsev, A. Perepechko, K. Shakhmatov. Radiant toric varieties and
unipotent group actions, arXiv: math.RT/2209.04021 (2022).
[3] I. Arzhantsev, Romaskevich. Additive actions on toric varieties. Proceedings
of the American Mathematical Society 145 (2017), no. 5, 1865–1879.
[4] S. Dzhunusov. Additive actions on complete toric surfaces. International Journal
of Algebra and Computation 31 (2021), no. 1, 19–35.
[5] S. Dzhunusov. On uniqueness of additive actions on complete toric varieties.
J. Algebra 609 (2022), 642–656.

Модели конечномерных неприводимых представлений
для классических алгебр Ли

Д.В. Артамонов
Московский государственный университет
имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия

artamonov.dmitri@gmail.com

Моделью неприводимых конечномерных представлений будем называть
прямую сумму с кратностью 1 всех конечномерные непроходимых представ-
лений алгебры gln, sp2n, o2n+1, o2n. Такое понятие было введено в [1]. Имеется
несколько очень близких явных конструкций моделей: конструкция Вейля
с помощью тезорных произведений векторного представления; конструкция
с помощью операторов рождения/уничтожения (для серии A); конструкция
Желобенко с помощью функций на группе на соотвествующей группе Ли
(для всех серий).

В докладе будет предложена ещё одна близкая явная конструкция. Модель
будет выделяться как пространство решений некоторой системы УрЧП.

Пусть Z = {1, ..., n} для серии A; Z = {−n, ...,−1, 1, ..., n} для серий C, D;
Z = {−n, ...,−1, 0, 1, ..., n} для серии B. Возьмём независимые переменные
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AX , индекированные собственными подмножествами X ⊂ Z. На эти пере-
менные алгебра Ли действует путём действия на индексы, входящие в X.
Соответственно, есть действие на функции от этих переменных.

С переменной Ai1,...,ik связывается минор, построенный на столбцах i1, ..., ik
и первых k строках. В пространстве полиномов от переменных AX имеется
идеал Pl, порожденный соотношениями, которым удовлетворяют данные ми-
норы для матриц, лежащих в соответствующей группе Ли. Этот идеал ин-
вариантен под действием алгебры Ли. Теперь, заменив AX 7→ d

dAX
, получим

идеал в кольце дифференциальных операторов с постоянными коэффициен-
тами. Пространство его решений и будет моделью представлений.

При этом систему УрЧП, задаваемую данным идеалом, можно записать в
виде антисимметризованной системы ГКЗ (А–ГКЗ). Эта система УпЧП тесно
связана с гипергеометрической системой Гельфанда–Капранова–Зелевинсокого,
и эта связь позволяет построить базис в пространстве решений системы А–
ГКЗ. Таким образом, модель будет обладать явно построенным базисом. В
докладе будет установлена связь этого базиса с базисом Гельфанда–Цетлина.

В данной модели совершенно явно записывается инвариантное скалярное
произведение, это делает возможным явно осуществить некоторые нетриви-
альные вычисления [3]. Для серии A результаты опубликованы в [2].

Список литературы
[1] И.М. Гельфанд, А.В. Зелевинский, Модели представлений классических
групп и их скрытые симметрии. Функциональный анализ и его приложения
18 (1984), no. 3, 14–31.
[2] D.V. Artamonov. A functional realization of the Gelfand–Tsetlin base. Из-
вестия РАН. Сер. матем., принято к печати; arXiv: math.RT/2210.4560213
(2022).
[3] Д.В. Артамонов. Формулы вычисления 3j-символов для представлений ал-
гебры Ли gl3 в базисе Гельфанда–Цетлина. Сибирский математический жур-
нал 63 (2022), no. 4, 595–610; arXiv: math.RT/2105.10761.

Горенштейновы алгебры и единственность аддитивных действий
И.С. Бельдиев

НИУ ВШЭ, Москва, Россия
ivbeldiev@gmail.com

Будем предполагать, что K — алгебраически замкнутое поле характери-
стики ноль. Аддитивное действие на алгебраическом многообразии X — это
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эффективное регулярное действие группы Gm
a

∼= (K,+)m на X с открытой
орбитой. В случае, когда X — гиперповерхность в Pn, аддитивное действие
на X называется индуцированным, если оно продолжается до регулярного
действия на Pn.

В работе [1] доказано, что существует, с точностью до естественных эк-
вивалентностей, взаимно-однозначное соответствие между индуцированными
аддитивными действиями на гиперповерхностях в Pn−1, не содержащихся ни
в какой гиперплоскости, и парами (A,U), называемыми H-парами, где A —
локальная конечномерная алгебра размерности n с максимальным идеалом
m (что, как показано в той же работе [1], эквивалентно условию A = K⊕m),
U ⊂ m — подпространство коразмерности 1, порождающее алгебру A.

Отдельный интерес представляет случай, когда X — невырожденная ги-
перповерхность в Pn, то есть такая гиперповерхность, уравнение которой при
любом выборе координат в Pn зависит от n + 1 однородной переменной. В
работе [1] установлена связь между аддитивными действиями на невырож-
денных гиперповерхностях и горенштейновыми локальными конечномерны-
ми алгебрами (то есть такими локальными конечномерными алгебрами A с
максимальным идеалом m, для которых идеал SocA = {a ∈ A | ma = 0}
одномерен). А именно, доказано, что индуцированные аддитивные действия
на невырожденных гиперповерхностях степени d в Pn−1 взаимно-однозначно
оответствуют H-парам (A,U), где A — горенштейнова алгебра размерности n
с цоколем md и U — дополнительная к SocA гиперплоскость в m. Более того,
там же доказано, что если X ⊂ Pn−1 — невырожденная гиперповерхность, то
существует не более одного индуцированного действия на X с точностью до
эквивалентности. В связи с этим сформулирована естественная гипотеза.

Гипотеза. Пусть X ⊂ Pn−1 — вырожденная гиперповерхность, допускаю-
щая индуцированное аддитивное действие. Тогда существует не меньше двух
индуцированных аддитивных действий на X с точностью до эквивалентно-
сти.

Автору удалось доказать эту гипотезу, что в совокупности с перечислен-
ными результатами приводит к следующей теореме.

Теорема. Пусть X ⊂ Pn−1 — гиперповерхность, допускающая индуциро-
ванное аддитивное действие. Тогда следующие условия эквивалентны:

(a) индуцированное аддитивное действие на X единственно;

(b) X невырожденна;
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(c) индуцированному аддитивному действию на X соответствует H-пара
(A,U), для которой алгебра A горенштейнова, а U ⊂ m — подпростран-
ство, дополнительное к идеалу SocA.

Помимо этого, в работе [1] показано, что если X ⊂ Pn — гиперповерхность
степени d, допускающая индуцированное аддитивное действие, то d ⩽ n, а
также отмечено, что при n ⩽ 5 существуют индуцированные аддитивные
действия на невырожденных гиперповерхностях в Pn всех степеней от 2 до n.
Возникает вопрос: верно ли это утверждение для произвольного n ⩾ 2? Ответ
на этот вопрос, как удалось доказать автору, положительный. Сформулируем
соответствующий результат в виде предложения.

Предложение. Для любых натуральных n и d таких, что 2 ⩽ d ⩽ n− 1,
в проективном пространстве Pn−1 существует невырожденная гиперповерх-
ность степени d, допускающая индуцированное аддитивное действие.

Работа поддержана грантом №23–21–00472 РНФ.

Список литературы
[1] И.В. Аржанцев, Ю.И. Зайцева. Эквивариантные пополнения аффинных
пространств. УМН 77 (466) (2022), no. 4, 3–90.

Характеры неприводимых представлений унитреугольной группы
М.С. Венчаков, М.В. Игнатьев

Самарский университет, Самара, Россия
mihail.venchakov@gmail.com, mihail.ignatev@gmail.com

Пусть N — конечная группа, φ : N → GL(V ) — её конечномерное ком-
плексное представление, χ : N → C — его характер. Назовём носителем ха-
рактера множество

Supp(χ) = {g ∈ N | χ(g) ̸= 0}.

Далее, пусть G = SLn(Fq), где Fq — конечное поле из q элементов. Обозначим
через
B ⊂ G борелевскую подгруппу в G, состоящую из верхнетреугольных матриц
из G, и пусть N ⊂ B — её унипотентный радикал (он состоит из верхнетре-
угольных матриц из G с единицами на главной диагонали).

Основным инструментов в теории представлений группы N является ме-
тод орбит, созданный А.А. Кирилловым в 1962 году [5]. Его суть в следующем.
Группа N действует своей алгебре Ли n, состоящей из верхнетреугольных
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матриц с нулями на диагонали, присоединённым способом. Это задаёт двой-
ственное действие на двойственном пространстве n∗; это действие называется
коприсоединённым. При отождествлении n∗ с пространством нижнетреуголь-
ных матриц с нулями на диагонали с помощью формы следа это действие
принимает вид

g.λ = (gλg−1)low, g ∈ N, λ ∈ n∗,

где матрица (a)low получается из матрицы a заменой элементов на диагона-
ли и выше на нули. Метод орбит гласит, что имеется взаимно однозначное
соответствие между неприводимыми характерами группы N и её коприсо-
единёнными орбитами. А именно, орбите Ω соответствует характер

χΩ(g) =
1√
| Ω |

∑
µ∈Ω

θ(µ(ln(g))), g ∈ N,

где θ : Fq → C× — фиксированный нетривиальный гомоморфизм групп.
Описание орбит в общем случае — дикая задача, поэтому особый инте-

рес представляет изучение классов орбит, важных с точки зрения теории
представлений, и соответствующих им характеров. На пространстве n∗ есть
естественная стратификация N -инвариантными подпространствами

nk = {λ ∈ n | λn,i = 0, 1 ⩽ i ⩽ k}, 0 ⩽ k ⩽ n− 1.

Определение. Характер глубины k — это характер, соответствующий
орбите максимальной размерности в nk.

К примеру, орбиты максимально возможной размерности были описаны в
самой первой работе А.А. Кириллова по методу орбит [5]. Соответствующие
им характеры глубины 0 были вычислены К. Андре в 2001 году [1]. Далее,
орбиты предмаксимальной размерности были описаны А.Н. Пановым в ра-
боте [3]. Характеры глубины 1, отвечающие некоторым из таких орбит, были
вычислены вторым автором в работе [2].

Следующий естественный шаг — вычисление характеров глубины 2; это
и является основной целью доклада. А именно, мы классифицируем орбиты
максимальной размерности в n2; они параметризуются парами (D,ψ), где D
— некоторое подмножество в множестве Φ+ положительных корней группы
G, а ψ : D → F×

q — произвольное отображение. Далее, для каждого такого
D мы опишем ряд подмножеств D′ ⊂ Φ+; каждому такому подмножеству и
произвольному отображению ξ : D′ → F×

q мы сопоставляем элемент

xD′,ξ = 1 +
∑

(i,j)∈D′

ξ(i, j)ei,j ∈ N,
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где ei,j — элементарная матрица с единицей на месте (i, j) и нулями в осталь-
ных местах, а множество положительных корней отождествляется с

Φ+ = {(i, j) | 1 ⩽ i < j ⩽ n}.

Наконец, обозначим через KD′,ξ класс сопряжённости элемента xD′,ξ в группе
N .

Основной результат заключается в следующем.

Теорема. i) Получена явная система уравнений, задающих каждый класс
сопряжённости KD′,ξ. ii) Доказано, что Supp(χD,ψ) =

⊔
D′,ξKD′,ξ. iii) Для

произвольных D′, ξ вычислено значение

χD,ψ(xD′,ξ) = qmD

∏
(i,j)∈D∩D′

θ(ψ(i, j)χ(i, j)),

где mD — некоторое целое число, которое однозначно определяется по D.
Всё это вместе даёт полное описание характеров глубины 2.
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Количество классов сопряжённых элементов
и проблема распознавания

Г.В. Воскресенская
Самарский университет, Самара, Россия

galvosk@mail.ru

В современных исследованиях по теории групп актуальными являются
проблемы распознавания групп по некоторым условиям. Здесь возможны
разные подходы. В исследованиях математиков В.Д. Мазурова, Д.О. Ревина,
М.А. Гречкосеевой и других исследуется проблема распознавания группы по
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спектру — множеству ω(G) порядков её элементов [2]. В работах И.Б. Горш-
кова, Н.В. Масловой исследуется распознавание по графу Грюнберга–Кегеля
[1]. В работе В.В. Паньшина изучается распознавание групп по множеству
размеров классов сопряжённости [3].

В этом докладе мы расскажем о распознавании ещё по по одному множе-
ству. Пусть G — конечная группа, c(n,G) — количество классов сопряжён-
ных элементов, на которые распределяются элементы порядка n в группе G.
Если в группе нет элементов порядка n, то c(n,G) = 0. Мы расскажем об ис-
следованиях проблемы распознавания по множеству {c(n,G)}, которое для
краткости обозначим через ncl(G). Если группы распознаваемы по спектру,
то они распознаются и по множеству ncl(G), однако групп, распознаваемых
по множеству ncl(G), больше. В ряде случаев для распознавания группы нет
необходимости указывать всё это множество и даже предварительно указы-
вать порядок группы.

Выделяются три основных вопроса:
1) Когда группа G определяется множеством ncl(G) однозначно?
2) Какие группы имеют одни и те же множества ncl(G) ?
3) Какие группы можно определить частичными условиями на числа c(n,G)?

Теорема 1. Абелева группа однозначно распознается по множеству ncl(G),
если указан её порядок.

Теорема 2. Пусть p — простое число, |G| = pn, n ⩾ 4, c(pn−1, G) ̸= 0.
Тогда группа G однозначно распознаётся по частичным условиям на числа
c(n,G). Условия приведены в следующей таблице.

G Частичные условия на c(n,G)
Zpn−1 × Zp p нечётное, c(pn, G) = 0, c(pn−1, G) = pn − pn−1

Zpn p нечётное, c(pn, G) ̸= 0

⟨a, b : apn−1

= bp = e, ba = a1+p
n−2

b⟩ p нечётное, c(pn, G) = 0, c(pn−1, G) = pn−1 − pn−2

Z2n c(2n, G) ̸= 0

Z2n−1 × Z2 c(2n, G) = 0, c(2n−1, G) = 2n−1, c(2, G) = 3

D2n−1 c(2n, G) = 0, c(2n−1, G) = 2n−2, c(2, G) = 3

⟨a, b : a2n−1

= b2 = e, c(2n−2, G) = 2n−1,

bab−1 = a1+2n−2⟩ c(2n, G) = 0, c(2, G) = 2, c(8, G) = 4

⟨a, b : a2n−1

= b2 = e, cG(2
n−2) = 2n−2,

bab−1 = a−1+2n−2⟩ c(2n, G) = 0, c(2, G) = 2, c(8, G) = 2

⟨a, b : a2n−1

= b2 = e,

b2 = a2
n−2

, bab−1 = a−1⟩ c(2n, G) = 0, c(2, G) = 1
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Теорема 3. В группе G выполняются условия c(3, G) = 2, c(1, G) =
c(2, G) = 1, c(n,G) = 0 ∀n ̸= 1, 2, 3, если и только если G ∼= A4.
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Гомологии петель момент-угол комплексов и квазиторических
многообразий

Ф.Е. Вылегжанин
Московский государственный университет

имени М.В. Ломоносова, НИУ ВШЭ, Москва, Россия
vylegf@gmail.com

Квазиторические многообразия — это обобщение гладких проективных то-
рических многообразий [1]. Гладкое многообразие M 2n с локально стандарт-
ным действием компактного тора T n называют квазиторическим, если про-
странство орбит диффеоморфно простому выпуклому многограннику P.

Имеет место следующий аналог конструкции Батырева–Кокса.
Симплициальному комплексу K на m вершинах сопоставим момент-угол
комплекс [2]

ZK :=
⋃
J∈K

(D2, S1)J ⊂ (D2)m, (D2, S1)J =
∏
j∈J

D2 ×
∏

i∈[m]\J

S1.

Тогда любое квазиторическое многообразие над P можно получить фак-
торизацией момент-угол комплекса Z∂P ∗ по свободному действию некоторого
подтора Tm−n ⊂ (S1)m. Таким образом, квазиторические многообразия зада-
ются комбинаторными данными (K,Λ), K = ∂P ∗, Λ : Zm → Zn.

Мы изучаем гомологии пространств петель на момент-угол комплексах и
квазиторических многообразиях. Результаты Панова и Рэя [3] дают вложение
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этих алгебр в Ext-алгебру кольца Стэнли–Райснера k[K]. Более точно, имеем
расширения алгебр Хопфа

1 → H∗(ΩZK;k) → Ext∗k[K](k,k) → Λ[u1, . . . , um] → 0,

1 → H∗(ΩM ;k) → Ext∗k[K](k,k) → Λ[θ1, . . . , θn] → 0.

Если симплициальный комплекс K флаговый (любой набор вершин, попарно
соединённых рёбрами, является симплексом), то Ext-алгебра кольца Стэнли–
Райснера известна из работ Фрёберга:

Ext∗k[K](k,k) = T (u1, . . . , um)/(u
2
1 = · · · = u2m = 0; uiuj+ujui = 0, {i, j} ∈ K).

Это позволяет описать образующие и вычислить число соотношений.

Теорема [4]. Пусть K — флаговый симплициальный комплекс, k — поле.
Тогда алгебра H∗(ΩZK;k) минимально задаётся

∑
J⊂[m] dimk H̃0(KJ ;k) обра-

зующими Грбич–Панова–Терио–Ву [5] вида

[uj1, [. . . , [ujk, ui] . . . ]], J = {j1 < · · · < jk} ⊔ {i}

и
∑

J⊂[m] dimk H̃1(KJ ;k) соотношениями. Относительно естественной (Z ×
Zm)-градуировки образующие и соотношения имеют степени (−|J |, 2J).

Теорема. Пусть многогранник P таков, что K = ∂P ∗ — флаговый сим-
плициальный комплекс, k — поле. Тогда алгебра H∗(ΩM ;k) минимально за-
даётся h1(P ) = (m− n) образующими степени 1 и

h2(P ) = fn−2(P )−m(n− 1) + n(n− 1)/2

соотношениями степени 2. Образующие – это линейные комбинации элемен-
тов u1, . . . , um, соответствующие базису решётки Ker(Λ) ≃ Zm−n.

Частичные результаты также получены для «почти флаговых» комплек-
сов.

Теорема. Пусть симплициальный комплекс K получен из флагового ком-
плекса Kf удалением максимальных граней I1, . . . , Ir, |Ij| ≥ 3. Тогда алгебра
H∗(ΩZK;k) является свободным произведением алгебры H∗(ΩZKf ;k) и тен-
зорной алгебры на

∑r
s=1 2

m−|Is| образующих вида

[uk1, [uk2, . . . , [ukt, wIj ] . . . ]], j = 1, . . . , r; {k1 < · · · < kt} ∩ Ij = ∅.

Здесь wIj — «высшие коммутаторы» элементов ui, i ∈ Ij, соответствующие
недостающим граням Ij.
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Исследование выполнено при поддержке фонда «Базис» и в рамках Про-
граммы фундаментальных исследований НИУ ВШЭ.
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Комбинаторика множеств исключительных кривых
на поверхностях дель Пеццо,

связанная с группами Вейля–Кокстера
М.Х. Гизатуллин
Самара, Россия

gizmarat@yandex.ru

В 1858 году Людвиг Шлефли (L. Schläfli) указал на существование так
называемых двойных шестёрок (double-sixes) прямых на гладкой кубической
поверхности (его первая статья на эту была, благодаря быстрому содействию
А. Кэли, опубликована на английском, и термин double-six моментально во-
шёл в обиход геометров мира). Всего на кубической поверхности имеется 27
прямых, и из них можно составить 36 двойных шестёрок. Иногда такие (или
похожие ) 36 объектов рассматриваются как результат проективизации 72-х
аффинных (или даже евклидовых) объектов, но я этого делать не буду. В
докладе хочу обсудить некоторые проективные конфигурации, составляемые
из таких шестёрок.

В 1932-м году Тодд (J.A. Todd) обратил внимание геометров на одно две-
надцатиэлементное множество попарно непересекающихся троек из двойных
шестёрок. Интерес математиков к этому примеру привлёк Кокстер (H.S.M.
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Coxeter) в статье 1940-го года. Конечно, такое множество представляет из се-
бя геометрическую конфигурацию, поэтому геометрические свойства такой
дюжины сохраняются при действии группы Вейля W (E6), и можно таким
действием произвести более полутысячи тоддовых дюжин. Я обнаружил при-
меры более коротких (точнее, девятиэлементных) множеств из попарно непе-
ресекающихся четвёрок, состоящих из двойных шестёрок. Указанных четвё-
рок имеется 135, а упомянутых девяток из таких четвёрок — всего 960. Чуть
расширенная группа W (E6) действует на этих 960 объектах транзитивно,
стабилизатор девятки –– группа из 54-х элементов, рассмотренная Тоддом в
одной его работе 1946 года (работа посвящена описанию всей группы Вейля
и связанным с ней проективным конструкциям).

Планирую также рассказать о проблеме Киркмана для указанных девя-
ток. Варианты проблемы Киркмана популяризировал Кокстер при редакти-
ровании и частичном пересмотре книги Болла (W.W. Rouse Ball) «Матема-
тические эссе и развлечения». При рассмотрении этой проблемы возникают
интересные, на мой взгляд, алгебраические и топологические конструкции.

Надеюсь успеть, если позволит время, рассказать коротко об обобщениях
перечисленных рассмотрений на случай некоторых поверхностей дель Пеццо,
точнее, поверхностей, связанных с группами W (E7),W (E8).

О порождающих декартовой подалгебры и идеалов
свободного произведения алгебр Ли

Б.Н. Демисенов
Костанайский региональный университет

имени А. Байтурсынова, Костанай, Казахстан
demissenov@mail.ru

Все алгебры, которые мы рассмотрим в докладе, –– это ассоциативные и
лиевы алгебры над одним и тем же полем k . Вначале приведем новое доказа-
тельство того, что декартова подалгебра D свободного лиевого произведения
алгебр Ли ∗LieAα –– это свободная лиева алгебра. Ранее этот результат был
получен Кукиным Г.П. и Эйделькиндом Д.И., независимо друг от друга (см.
[1], [2]). Новое доказательство проще известных доказательств. В ходе доказа-
тельства сформировано множество порождающих, отличное от использовав-
шихся в работах вышеназванных авторов. Это множество свободных порож-
дающих декартовой подалгебры D свободного произведения двух алгебр Ли
используется далее, где исследуются идеалы свободных лиевых произведений
двух алгебр Ли A∗LieB. Получен необходимый признак принадлежности иде-
алу свободного произведения – аналог леммы Ширшова (см. [3]). Так же, как
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и в названной лемме, это всё получено только для множеств с определёнными
ограничениями, порождающих рассматриваемый идеал.

Всё это позволило доказать теорему о том, что свободное лиево произве-
дение ненулевых алгебр Ли не может совпадать ни с каким своим главным
идеалом.

В качестве следствия из теоремы получен (для свободного произведения
алгебр Ли) аналог гипотезы Кервера–Лауденбаха для свободного произве-
дения групп (см. [4]), для которой Клячко А.А. дал отрицательный ответ в
классе групп без кручения (см. [5]). Следует отметить, что гипотеза Кервера–
Лауденбаха для алгебр Ли является также прямым следствием результата
Бокутя Л.А. из работы [6]. Необходимые сведения об алгебрах Ли можно
найти в монографии [7].
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B-нормализуемые Ga-действия на произвольных
сферических многообразиях

В.С. Жгун
Московский физико-технический институт,
НИИСИ РАН, НИУ ВШЭ, Москва, Россия

zhgoon@mail.ru

Доклад основан на совместных работах с Р.С. Авдеевым [2], [3]. Мы об-
судим необходимые и достаточные условия существования и единственно-
сти B-нормализуемых действий аддитивной группы поля Ga на сферических
многообразиях.

24



Пусть X — неприводимое алгебраическое многообразие над алгебраически
замкнутым полем K нулевой характеристики, снабжённое действием связ-
ной редуктивной алгебраической группы G. Нас будут интересовать регу-
лярные Ga-действия на X, нормализуемые действием борелевской подгруп-
пы B ⊂ G. Всякое такое действие индуцирует подгруппу в группе автомор-
физмов многообразия X, называемую B-корневой подгруппой на X. Для вся-
кой B-корневой подгруппы H на X присоединённое действие группы B на
Lie(H) сводится к умножению на характер группы B, который мы обозна-
чим через χ(H) и будем называть весом H. Если ∂ — локально нильпотентное
дифференцирование на K[X], соответствующее H, то ∂ также нормализуется
группой B, причём с тем же весом χ(H).

Далее будем предполагать, что многообразие X является сферическим,
то есть оно нормально и обладает открытой B-орбитой. Обозначим через DB

(соответственно DG) конечное множество всехB-инвариантных (соответствен-
но G-инвариантных) простых дивизоров в X. Элементы множества D =
DB\DG традиционно называются красками сферического многообразияX. В
соответствии с предложением 1 из [2] горизонтальные B-корневые подгруп-
пы, то есть не сохраняющие открытую B-орбиту, можно разделить на два
типа.

Определение 1. Пусть H — горизонтальная B-корневая подгруппа на X,
и пусть дивизорD ∈ DB таков, чтоHD ̸= D. ЕслиD ∈ DG, то назовёмH то-
роидальной. Если D является краской типа (T ), то назовём H размывающей.

Зафиксируем максимальный тор T ⊂ B и обозначим через X(T ) его ре-
шётку характеров. Естественное спаривание между M = X(T )⊗Z Q и двой-
ственной решёткой N обозначим через ⟨· , ·⟩. Поскольку в X есть открытая
B-орбита, для каждого λ ∈M существует единственная с точностью до про-
порциональности B-полуинвариантная рациональная функция fλ на X ве-
са λ. Каждый дивизор D ∈ DB определяет элемент κ(D) ∈ N по формуле
⟨κ(D), λ⟩ = ordD(fλ) для всех λ ∈M .

Предположим, что B-нормализуемое аддитивное действие веса µ двигает
единственныйB-дивизорD0 (который либо имеет тип (T ), либоG-инвариантен)
соответствующий ребру ρµ := κ(D0).

Определение 2. Тороидальная модель X0 ⊂ X, ассоциированная с ρµ, —
это модель, в которой выброшеныG-орбиты, лежащие в замыкании красокD,
где D ̸= D0 (заметим, что если D0 не является краской, то последнее условие
пусто).
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В цветной веер для X0 входят только те грани, которые порождены под-
множеством в множестве рёбер, состоящим из отметок G-инвариантных ди-
визоров и рёбра ρµ.

Определение 3. Усечённая тороидальная модель X00 ⊂ X0, ассоции-
рованная с ρµ, — это модель, соответствующая вееру, в котором оставлены
только цветные конусы, содержащие ребро, соответствующее D0.

Определение 4. Сферическое многообразиеX называется дивизориально-
максимальным, если оно не может быть G-эквивариантно вложено
в другое нормальное сферическое многообразие X с дополнением X \X ко-
размерности ⩾ 2.

Дивизориальная максимальность соответствует следующему условию на
веер сферического многообразия.

Определение 5. Цветной веер называется дивизориально-максимальным,
если он не содержится ни в каком цветном веере, натянутом на те же рёбра.

Очевидно, что любой веер содержится в дивизориально-максимальном.

Предложение 1. Аддитивное B-нормализуемое Ga-действие на X, дви-
гающее дивизор D0, продолжается на дивизориально-максимальную ком-
пактификацию. Оно ограничивается на тороидальную и усечённую торои-
дальную модель X0 и X00, а также на все максимальные простые сфериче-
ские подмногообразия модели X00.

Заметим, что простые сферические многообразия, соотвествующие цвет-
ным конусам C, содержащим ребро ρµ, являются H-инвариантными. Дей-
ствительно, они получаются выбрасыванием G-орбит, лежащих в дивизорах,
не принадлежащих вееру C, в то же время эти дивизоры H-инвариантны.

Предложение 2. Пусть тороидальная модель X снабжена B-нормали-
зуемым Ga-действием веса µ, двигающим дивизор D0 (он соотвествует реб-
ру ρµ в цветном веере). Предположим, что цветной веер X дивизориально-
максимален. Тогда в цветном веере не существует рёбер ρD, соответству-
ющих G-инвариантным дивизорам, со следующими свойствами:

(1) ρD ортогонален µ,
(2) ρD не принадлежит ни одной цветной грани веера, содержащей ρµ.

Теорема. (a) Пусть на сферическом многообразии X существует B-
корневая подгруппа, двигающая дивизор D0. Тогда она определяет аддитив-
ное действие на всех максимальных простых сферических многообразиях,
для которых в веере в качестве ребра присутствует κ(D0). Более того, для
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веса µ этой B-корневой подгруппы имеем ⟨κ(D0);µ⟩ = −1 и ⟨κ(D0);µ⟩ ⩾ 0
для всех D ̸= D0, D ∈ DB.

(b) Предположим, что X дивизориально-максимально. Пусть дан на-
бор аддитивных действий B-корневых подгрупп Hi на простых сферических
подмногообразиях Xi ⊂ X00, совпадающих на пересечении ∩iXi, тогда это
действие продолжается до аддитивного действия на всём X. Более того,
на всех дивизорах с отметками, не входящими в веер X00, это действие
тождественно.
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Разрешимые моноиды коранга один
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Аффинным алгебраическим моноидом называется неприводимое аффин-
ное алгебраическое многообразие X с ассоциативным умножением
µ : X×X → X, которое является морфизмом алгебраических многообразий и
обладает нейтральным элементом. Группа обратимых элементов G(X) алгеб-
раического моноидаX является алгебраической группой, открытой по Зарис-
скому в X. Моноид X называется коммутативным (соответственно, разреши-
мым), если группа его обратимых элементов коммутативна (соответственно,
разрешима).

В работе [1] были изучены структуры коммутативных моноидов на аф-
финных пространствах An, в частности, дана классификация таких струк-
тур в произвольной размерности n для рангов 0, n−1 и n и получена полная
классификация коммутативных моноидов на An в размерности не выше 3.
В работе [3] некоторые из этих результатов для моноидов рангов 0, n − 1 и
n обобщены на произвольные нормальные аффинные многообразия. В част-
ности, получена полная классификация структур коммутативных моноидов
на нормальных аффинных поверхностях. В статье [2] получена классифика-
ция структур некоммутативных моноидов на нормальных аффинных поверх-
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ностях. Следующим логичным шагом является исследование некоммутатив-
ных моноидов в больших размерностях. Я расскажу про случай разрешимых
некоммутатичных моноидов ранга n− 1, в частности, их классификацию на
трёхмерном аффинном пространстве. Как и в предыдущих случаях, такие
моноиды оказываются торическими многообразиями, а структуры моноидов
связаны с их корнями Демазюра.

Работа поддержана грантом РНФ-DST 22–41–02019.
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Алгебра Новикова–Пуассона — это алгебра ⟨A, ·, ◦⟩, заданная тождествами

(x ◦ y) ◦ z = (x ◦ z) ◦ y; (x ◦ y) ◦ z − x ◦ (y ◦ z) = (y ◦ x) ◦ z − y ◦ (x ◦ z);

xy ◦ z = x(y ◦ z); xz ◦ y − x ◦ yz = yz ◦ x− y ◦ xz,
и ⟨A, ·⟩ — ассоциативная коммутативная алгебра. З. Жанг, Ю. Ченг, Л.А. Бо-
куть (2019) показали, что каждая алгебра Новикова вкладывается в строгую
супералгебру Новикова векторного типа (то есть такую, что умножение за-
дается по формуле a ◦ b = ad(b), где d — дифференцирование). Для ал-
гебр Новикова–Пуассона это не так, потому что существуют s-тождества. Мы
изучали алгебры с обобщённым дифференцированием, их связь с алгебрами
Новикова–Пуассона.
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В результате изучения был выделен класс обобщённых дифференцирова-
ний, удовлетворяющих тождествам

x(D − E)(y) = y(D − E)(x); x(D − F )(y) = y(D − F )(x). (1)

Классические примеры обобщённых дифференцирований лежат в этом клас-
се. Для обобщённых дифференцирований из этого класса существует продол-
жение на локализацию S−1A алгебры A, заданное следующим образом:

D̂
(a
s

)
=
s2E(a) + asD(s)− aE(s2)

s3
,

Ê
(a
s

)
=
sD(a)− aF (s)

s2
, F̂

(a
s

)
=
sD(a)− aE(s)

s2
,

где a ∈ A, s ∈ S.

Теорема 1. Пусть A — ассоциативная коммутативная алгебра с тернар-
ным дифференцированием (D,E, F ), s ∈ A — не делитель нуля и S = {sn |
n ∈ N \ {0}}, то есть A вкладывается в S−1A. Тогда продолжение (D,E, F )
на S−1A существует тогда и только тогда, когда выполняются тождества (1).

Пусть A — ассоциативная коммутативная алгебра с тернарным дифферен-
цированием (D,E, F ). Если выполнены тождества (1), то ⟨A, ·, ◦⟩ — алгебра
Новикова–Пуассона, где a ◦ b = aD(b).

Теорема 2. Пусть ⟨A, ·⟩ — ассоциативная коммутативная алгебра с обоб-
щённым дифференцированием по Брешару (D, δ), A · A = A, а также с
операцией ◦, заданной правилом a ◦ b = aD(b). Тогда следующие условия
эквивалентны:

1. ⟨A, ·⟩ — (D, δ)-простая алгебра;

2. ⟨A, ·⟩ — δ-простая алгебра;

3. ⟨A, ◦⟩ проста.
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Обобщение теоремы ABC
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Дифференцирование алгебры A над полем K — это линейное отображе-
ниеD : A→ A, удовлетворяющее тождеству Лейбница. Дифференцирование
называется локально нильпотентным (обозначение: LND), если для каж-
дого a ∈ A существует такое натуральное число n, что Dn(a) = 0.

Пусть B — аффинная C-область целостности, ненулевое D ∈ LND(B).
Даны числа m,n1, ..., nm ∈ N, m ⩾ 2. Даны ненулевые элементы

a1, ..., am ∈ Ker D, натуральные числа k11, ..., k1n1, ..., km1, ..., kmnm
и

b11, ..., b1n1, ..., bm1, ..., bmnm ∈ B.
Пусть

f1 := a1b
k11
11 ...b

k1n1
1n1

, ... , fm := amb
km1
m1 ...b

kmnm
mnm

∈ B.

Теорема 1. Пусть f1+ ...+fm = 0, но для любого натурального s < m для
любых 1 ⩽ i1 < ... < is ⩽ m, верно fi1 + ... + fis ̸= 0, и НОД(f1, ..., fm) = 1.
Выполняется

m∑
i=1

ni∑
j=1

1

kij
⩽

1

m− 2
.

Тогда bij ∈ Ker D для i = 1, ...,m, j = 1, ..., ni.

Теорема 1 является обобщением следующего утверждения:

Теорема ABC. ([1]) Пусть B — K-область целостности, где K — поле ну-
левой характеристики. Если попарно взаимно простые x, y, z ∈ B удовлетво-
ряют равенству xa+yb+zc = 0 для a, b, c ∈ N⩾2 таких, что a−1+b−1+c−1 ⩽ 1,
то для любого D ∈ LND(B) верно K[x, y, z] ⊆ Ker D.
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Теорема 2. Пусть для любого натурального s ⩽ m для любых
1 ⩽ i1 < ... < is ⩽ m, выполняется fi1 + ...+ fis ̸= 0. При этом

m∑
i=1

ni∑
j=1

1

kij
⩽

1

m− 1

и f1 + ...+ fm ∈ Ker D.
Тогда bij ∈ Ker D для i = 1, ...,m, j = 1, ..., ni.

Теорема 2 позволяет в частном случае ответить на следующий вопрос.

Вопрос. ([1], Question 11.9) Пусть B — аффинная C-область целостно-
сти, дан многочлен p ∈ C[m], m ⩾ 2 такой, что для любого ненулевого
δ ∈ LND(C[m]), δ(p) ̸= 0. Пусть для некоторых алгебраически независи-
мых a1, ..., am ∈ B и ненулевого D ∈ LND(B) верно D(p(a1, ..., am)) = 0.
Верно ли, что D(ai) = 0 ∀i = 1, ...,m?
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Неальтернирующие гамильтоновы формы
с коэффициентами в алгебре разделённых степеней
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Хорошо известные алгебры Ли картановского типа, состоящие из
векторных полей, сохраняющих специальную, гамильтонову или контактную
форму, имеют аналог в характеристике p. Заметим, что алгебра функций
должна быть заменена алгеброй разделённых степеней On(F) (см. [1]), соот-
ветствующей некоторому обобщённому флагу F пространства E,
F : E = E0 ⊇ E1 ⊇ . . .. Пусть {x1, . . . , xn} — базис E, согласованный с F,
тогда On(F) = O(n : m), где m = (m1, . . . ,mn) — n-набор высот переменных
x1, . . . , xn относительно флага F. В случае поля характеристики 2 можно по-
строить большой класс простых гамильтоновых алгебр Ли, соответствующих
неальтернирующим симметричным дифференциальным формам.

Класс неальтернирующих гамильтоновых алгебр Ли может представлять
интерес по крайней мере по двум причинам. Во-первых, гамильтоновы ал-
гебры Ли можно отнести к алгебрам картановского типа при p = 2, что
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имеет большое значение для классификации простых алгебр Ли малых ха-
рактеристик. Во-вторых, эти алгебры Ли могут допускать невырожденные
дифференцирования, что может представлять интерес для теории p-групп.

Неальтернирующие гамильтоновы алгебры над полем характеристики 2
были впервые построены в 1993 г. Lin Lei [2] как алгебры Ли полиномов от
разделённых степеней с симметричной скобкой Пуассона {f, g} =

∑
i ∂if∂ig.

В случае, когда высоты переменных равны 1, неальтернирующие гамильто-
новы алгебры Ли изоморфны первой серии простых алгебр Ли, построенных
И. Капланским [3]. В [4], [5] вводятся симметричные дифференциальные фор-
мы в разделённых степенях и изучаются неальтернирующие гамильтоновы
алгебры Ли, подобные гамильтоновым супералгебрам Ли нулевой характери-
стики относительно стандартных скобок Пуассона. Отметим, что классифи-
кация альтернирующих гамильтоновых форм над алгеброй срезанных мно-
гочленов получена М.И. Кузнецовым, С.А. Кирилловым ([6]). Полная клас-
сификация над алгеброй разделённых степеней построена С.М. Скрябиным
([7], [8]).

В докладе обсуждается общая теория неальтернирующих гамильтоновых
алгебр Ли в разделённых степенях над совершенным полем характеристи-
ки 2. Основные результаты можно найти в [9]. В [10] дана инвариантная
конструкция комплекса симметричных дифференциальных форм в харак-
теристике 2 и предложена программа исследования. На первом этапе авто-
ры получили все инварианты симметрических гамильтоновых дифференци-
альных форм с постоянными коэффициентами относительно параболической
подгруппы в GL(V ), соответствующей флагу F. В частности, было показано,
что существует базис V , согласованный с флагом F, такой, что форма имеет
матрицу diag(M0, . . . ,M0, M1, . . . ,M1, 1s), где

M0 =

(
0 1
1 0

)
and M1 =

(
0 1
1 1

)
.

Позднее, используя теорию усечённых коиндуцированных модулей [11],
[12]), авторы доказали, что в случае, когда n > 4, или n = 4 и флаг F

нетривиален, или n = 2, 3 и E1 содержит неизотропный вектор относитель-
но формы ω на E, дуальной форме ω, каждая фильтрованная алгебра Ли,
связанная с градуированной неальтернирующей гамильтоновой алгеброй, за-
даётся неальтернирующей гамильтоновой дифференциальной формой с по-
линомиальными коэффициентами в разделённых степенях.

Одним из основных результатов является доказательство эквивалентно-
сти неальтернирующей гамильтоновой формы ω с полиномиальными коэф-
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фициентами и форме ω(0) при условии, что канонический вид ω(0) содержит
(dxi)

(2) или dxidxj + (dxj)
(2) для некоторой переменной xi высоты mi > 1.

Приведены некоторые результаты по проблеме классификации неальтерни-
рующих гамильтоновых форм, для которых это условие не выполняется. В
этом случае неальтернирующая гамильтонова форма ω может быть не экви-
валентна ω(0).

Теорема. Пусть K — совершенное поле характеристики 2, ω — неальтер-
нирующая гамильтонова форма над алгеброй разделённых степеней On(F),
E0 — подпространство всех изотропных векторовE относительно формы ω(0)
на E, двойственной к ω(0).

(i) если E1 ̸⊂ E0, то ω эквивалентна ω(0);
(ii) если E1 ⊂ E0, то ω эквивалентна λω′, где λ ∈ K и ω′ равна

dx1dx2 + . . .+ dxn−2dxn−1 + dx(2)n + dzjdzn, если n = 2k + 1

и
dx1dx2 + . . .+ dxn−1dxn + dx(2)n + dzjdzn−1, если n = 2k.

Более того, форма ω′ не эквивалентна ω(0). Здесь dzi = x
(2mi−1)
i dxi и, в

случае n = 2k + 1, j ̸= n, а в случае n = 2k, j ̸= n− 1.
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квантовых инвариантов узлов
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Курчатовский комплекс теоретической и экспериментальной
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Доклад основан на работах автора [1], [2].
Рассмотрим алгебру хордовых диаграмм D с определенными 1T- и 4T-

соотношениями, первое из которых запрещает диаграммы с изолированны-
ми хордами, а второе дает корректно определить операцию перемножения
хордовых диаграмм. Пространство хордовых диаграмм D имеет естествен-
ную градуировку по количеству хорд D =

⊕
nDn. Мы приводим примеры

хордовых диаграмм для n = 0, . . . , 4 на рис. 1.

Определение 1. Интеграл Концевича или универсальный инвариант
Васильева определяется как следующий ряд :

IK =
∞∑
n=0

(∑
m

VK
n,m Dn,m

)
ℏn, (1)

где Dn,m — хордовые диаграммы с n хордами, а VK
n,m — инварианты Ва-

сильева. На каждом уровне n есть dimDn хордовых диаграмм, поэтому
m = 1, . . . , dimDn.

Существует гипотеза, что множество всех инвариантов Васильева образу-
ет полный инвариант узла, то есть зная все инварианты Васильева, можно
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различить любые два узла. Интеграл Концевича содержит все инварианты
Васильева, поэтому также гипотетически является полным инвариантом уз-
ла.

Однако с интегралом Концевича работать неудобно, так как он является
бесконечным абстрактным рядом из хордовых диаграмм. Поэтому на прак-
тике к интегралу Концевича применяют отображение, называемое весовой
системой алгебры Ли φslN и переводящие хордовые диаграммы в центр уни-
версальной обертывающей данной алгебры Ли. Весовую систему затем можно
ассоциировать с представлением R, применяя соответствующее отображение
ρR и беря след.

Определение 2. Цветной полином ХОМФЛИ является образом инте-
грала Концевича под действием весовой системы slN , ассоциированной с
представлением R:

φRslN
(
IK
)
= HK

R(q, a) =
∞∑
n=0

(∑
m

VK
n,m GRn,m

)
ℏn (2)

где q = eℏ, а a = eNℏ. Здесь φRslN (Dn,m) = GRn,m называются групповыми
факторами.

Рис 1. Примеры хордовых диаграмм

Цветной полином ХОМФЛИ с физической точки зрения определяется как
петля Вильсона в теории Черна–Саймонса, где интегрирование ведется по
узлу K, а калибровочные поля SU(N) берутся в представлении R. Соответ-
ственно, ряд (2) получается как пертурбативное разложение по постоянной
Планка.

В силу определения весовой системы φRslN и леммы Шура групповые фак-
торы цветных полиномов ХОМФЛИ являются полиномами от собственных
значений slN операторов Казимира Ck, k = 2, . . . , N :

GRn,m = φRslN (Dn,m) = Pol
(
CR1 , . . . ,C

R
N

)
. (3)

Удобно ввести фильтрацию по числу образующих slN в центре универсальной
обертывающей алгебры ZU(slN):

Z2 ⊂ Z3 ⊂ Z4 ⊂ · · · ⊂ ZU(slN), (4)
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где Zk состоит из произведений не более чем 2k образующих. Тогда отображе-
ние φslN переводит Dn в Zn. Однако конкретный вид вложений φslN (Dn) ⊂ Zn
был неизвестен. Мы предлагаем подход к решению этой задачи, то есть к яв-
ному нахождению функций Gn,m

(
CR2 , . . . ,C

R
N

)
для произвольных ранга алгеб-

ры slN и представлений R, а также для любого порядка n. Подход включает
в себя две идеи:

• Первая идея состоит в том, чтобы использовать аналитическое продол-
жение собственных значений операторов Казимира slN . Вложим соб-
ственные значения операторов Казимира slN в пространство собствен-
ных значений операторов Казимира алгебры gl∞. Мы утверждаем, что
это продолжение совпадает с аналитическим продолжением квантовых
slN -инвариантов до цветных полиномов ХОМФЛИ.

• Вторая идея состоит в том, чтобы использовать известные симметрии
цветных полиномов ХОМФЛИ для ограничения вида функций
Gn,m

(
CR2 , . . . ,C

R
N

)
.

В ходе исследования мы также приходим к следующей гипотезе.

Гипотеза 1. Известных симметрий и свойств цветного полинома ХОМ-
ФЛИ достаточно, чтобы полностью зафиксировать его групповую струк-
туру.

Из известной групповой структуры цветных полиномов ХОМФЛИ мы по-
лучаем ряд важных следствий для квантовых инвариантов узлов. Среди них
— предъявление конкретных примеров теоремы о неинъективности отобра-
жения φRslN , а также доказательство следующей теоремы.

Теорема 1. Цветной полином ХОМФЛИ узла K обладает симметрией
«тяни-крюк».

Работа выполнена при поддержке фонда «Базис».
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В 1984 году Майкл Ашбахер доказал Subgroup Structure Theorem, кото-
рая утверждает, что каждая максимальная подгруппа конечной классической
группы либо попадает в один из восьми явно описанных классов C1–C8, либо
является «почти» простой группой в некотором неприводимом представле-
нии, попадая в класс S.

В докладе мы обсудим поливекторные представления полной линейной
группы, которые попадают в исключительный класс Ашбахера S. Мы напом-
ним, какими инвариантами задавались указанные группы для алгебраически
замкнутых полей и найдем инварианты для произвольных коммутативных
колец. В качестве приложения покажем, как полученные сведения помогают
в решении фундаментальных задач теории алгебраических групп.

Чебышёвские пары сопряжённых конечномерных норм,
инвариантных относительно групп Вейля

простых компактных алгебр Ли
М.В. Мещеряков

Мордовский государственный университет им. Н.П. Огарева,
Саранск, Россия
mesh@math.mrsu.ru

В теории алгебраических групп преобразований важную роль играют тео-
ремы типа теоремы Шевалле об ограничении. К результатам такого вида
относится характеризация в работе Э.Б. Винберга [1] инвариантных относи-
тельно присоединённого представления норм в простых компактных алгеб-
рах Ли G, как продолжений норм в подалгебрах Картана H, инвариантных
относительно соответствующих групп Вейля W . Эта теорема обобщает из-
вестный в матричном анализе результат Неймана об унитарно/ортогонально
инвариантных матричных нормах (см. [2]).

Инвариантные нормы в матричном анализе широко применяются в зада-
чах геометрической теории наилучшего приближения. Особый интерес пред-
ставляет свойство единственности наилучшего приближения. Назовем па-
ру конечномерных норм чебышёвской парой норм, если пересечение любых
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их шаров с центрами в различных точках, не имеющее внутренних точек,
либо пусто, либо является одноточечным множеством.

Основной результат нашего сообщения формулируется в следующем виде.

Теорема А. Пусть W — группа Вейля простой компактной алгебры Ли
G. Инвариантная норма в подалгебре Картана H, единичный шар которой
выпуклая оболочка convWx орбиты Wx ненулевого элемента x ∈ G, и сопря-
жённая к ней норма, задаваемая полярой орбитыWx , образуют чебышёвскую
пару W -инвариантных норм в H.

Продолжения норм указанного в теореме вида до инвариантных норм в
алгебре Ли G, по видимому, образуют чебышёвскую пару норм.

Гипотеза. Выпуклые оболочки центрально симметричных орбит присо-
единенного представления в простой компактной простой алгебре Ли G и
их поляры относительно формы Киллинга являются единичными шарами
чебыш‘вской пары инвариантных норм в алгебре G.

Гипотеза верна (см. [3]) для евклидовой операторной нормы и сопряжён-
ной к ней норме в редуктивной алгебре Ли gl(n,R). Единичные шары огра-
ничений этих норм на подалгебру диагональных матриц суть n–мерный куб
и двойственный ему многомерный октаэдр.

В связи с вышеупомянутой гипотезой следует отметить интересную работу
[4], хотя вопрос о чебышёвских парах инвариантных норм в ней не рассмат-
ривается.

Выделение класса норм, задаваемых именно орбитопами, существенно для
наличия свойства чебышёвости, поскольку иные пары норм уже среди W -
инвариантных норм им не всегда обладают. Более того, верна следующая
теорема.

Теорема Б. Орбитопы общего положения присоединённых представлений
компактных простых групп Ли не являются чебышёвскими множествами от-
носительно инвариантных норм, единичные шары которых суть орбитопы
тех же представлений в простых компактных алгебрах Ли.

Доклад основывается на работе, направленной в печать.
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Иванов, Михайлов и Зайковский показали, что группа вторых гомологий
H2(L̂(2), R) пронильпотентного пополнения L̂(2) свободной алгебры Ли L(2)
над целостным кольцом R содержит подпространство V , изоморфное кольцу
формальных рядов R[[u]]. Тем самым, когомологическая размерность попол-
нения L̂(2) будет заведомо больше 1. В своем доказательстве Иванов, Михай-
лов и Зайковский [1] использовали свойства специальной алгебры Ли l над
целостным кольцом R, названной в [1] алгеброй Ли фонарщика. Алгебра Ли
фонарщика l была определена [1] как полупрямое произведение l = Rt×R[x]
кольца Rt и абелевой алгебры Ли R[x] над R с правилом коммутирования
[t, p(x)] = xp(x), где p(x) ∈ R[x] обозначает произвольный многочлен из R[x].

Феликс и Мурилло доказали в [2], что пронильпотентное пополнение l̂ ра-
циональной алгебры (R = Q) Ли фонарщика является алгеброй Ли, ассоци-
ированной к Q-пополнению по Мальцеву Ĝ целочисленной ламповой груп-
пы G. Феликс и Мурилло доказали бесконечномерность q-мерных гомологий
Hq(l,Q). Однако полностью вычислить пространства Hq(l,Q), q ⩾ 3, им не
удалось.

Доклад снован на работе автора [3], где было показано, что алгебра Ли
фонарщика l изоморфна бесконечномерной естественно градуированной ал-
гебре Ли максимального класса m0, также в [3] был построен бесконечный
базис биградуированных гомологий H∗,∗(l,Q).
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Супералгебры Лейбница, которые включают алгебры Ли и Лейбница, а
также супералгебры Ли, характеризуются тождеством, определяемым при-
менением оболочки Грассмана к алгебре Лейбница. Для таких супералгебр
известные факты из структурной теории алгебр Лейбница частично уместны,
и чётная часть их является алгеброй Лейбница. Наложение условий на харак-
теристическую последовательность, нильиндекс и размерность супералгебры
позволяет классифицировать различные классы нильпотентных супералгебр
Лейбница. В задаче классификации разрешимых супералгебр Лейбница ис-
пользование дифференцирования нулевой степени нильрадикала позволило
получить описание таких супералгебр с заданными нильрадикалами. Дока-
зано, что максимальный нильиндекс нильпотентной супералгебры Лейбница
равен n+m+1, и такие супералгебры были полностью классифицированы [2].
В задаче классификации разрешимых супералгебр Лейбница использование
дифференцирования нулевой степени нильрадикала позволило классифици-
ровать разрешимые супералгебры Лейбница с заданными нильрадикалами.

Надо отметить, что в работах [3] и [4] получены классификации разре-
шимых супералгебр Ли и Лейбница с некоторыми заданными нильрадикала-
ми. В данной работе приведём одномерное разрешимое расширение суперал-
гебр Лейбница нильиндекса n+m с характеристической последовательностью
(n− 1, 1|m).

Теорема 1. [1] Пусть L — супералгебра Лейбница нильиндекса n + m с
характеристической последовательностью (n−1, 1|m), тогда m = n−1 или и
m = n существует базис {e1, e2, . . . , en, y1, y2, . . . , ym} в супералгебре L такой,
что её умножение в этом базисе имеет следующий вид (для краткости мы
приводим только названия супералгебр):
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– если m = n− 1, то L(α4, α5, . . . , αn, θ) и G(β4, β5, . . . , βn, γ),
–если m = n, тогда имеем M(α4, α5, . . . , αn, θ, τ) и H(β4, β5, . . . , βn, δ, γ).

Поскольку данный класс супералгебр является большим, мы хотим пред-
ставить разрешимое расширение супералгебры G(β4, β5, . . . , βn, γ) в случае
G(0, 0, . . . , 0, 0). А классификация разрешимых супералгебр с такими разло-
жимыми нильрадикалами является интересной задачей с точки зрения струк-
турной теории неассоциативных супералгеб.

Приведем таблицы умножений нильрадикала G(0, 0, . . . , 0, 0):

[e1, e1] = e3,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yj , e1] = yj+1, 1 ≤ j ≤ n− 2,

[e1, y1] =
1
2y2,

[ei, y1] =
1
2yi, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[y1, y1] = e1,

[yj , y1] = ej+1, 2 ≤ j ≤ n− 1,

Далее в следующей теореме приведем таблицы умножений разрешимых
супералгебр с нильрадикалами G(0, 0, . . . , 0, 0).

Теорема 2. [4] Пусть L = L0 ⊕ L1 разрешимая супералгебра Лейбница,
нильрадикал которой изоморфен супералгебре G(0, 0, . . . , 0). Тогда L изо-
морфна одной из следующих попарно неизоморфных супералгебр:

MG1 :



[e1, e1] = e3, [ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yj , e1] = yj+1, 1 ≤ j ≤ n− 2,

[y1, y1] = e1, [yj , y1] = ej+1, 2 ≤ j ≤ n− 1,

[e1, y1] =
1
2y2, [ei, y1] =

1
2yi, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, x1] = 2e1, [ei, x1] = 2(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[yi, x1] = (2i− 1)yi, 1 ≤ i ≤ n− 1,

[x1, e1] = −2e1, [x1, y1] = −y1, [e2, x2] = e2,

MG2 :



[e1, e1] = e3, [ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yj , e1] = yj+1, 1 ≤ j ≤ n− 2,

[y1, y1] = e1, [yj , y1] = ej+1, 2 ≤ j ≤ n− 1,

[e1, y1] =
1
2y2, [ei, y1] =

1
2yi, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, x1] = 2e1, [ei, x1] = 2(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[yi, x1] = (2i− 1)yi, 1 ≤ i ≤ n− 1,

[x1, e1] = −2e1, [x1, y1] = −y1,
[e2, x2] = e2, [x2, e2] = −e2,
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G1(b) :



[e1, e1] = e3, [ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yj , e1] = yj+1, 1 ≤ j ≤ n− 2,

[y1, y1] = e1, [yj , y1] = ej+1, 2 ≤ j ≤ n− 1,

[e1, y1] =
1
2y2, [ei, y1] =

1
2yi, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yi, x] = (2i− 1)yi, 1 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, x] = 2e1, [e2, x] = be2, [ei, x] = 2(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = −2e1, [x, e2] = −be2, [x, y1] = −y1, b ̸= 0,

G2(b) :



[e1, e1] = e3, [ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yj , e1] = yj+1, 1 ≤ j ≤ n− 2,

[y1, y1] = e1, [yj , y1] = ej+1, 2 ≤ j ≤ n− 1,

[e1, y1] =
1
2y2, [ei, y1] =

1
2yi, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yi, x] = (2i− 1)yi, 1 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, x] = 2e1, [e2, x] = be2, [ei, x] = 2(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = −2e1, [x, y1] = −y1,

G3 :



[e1, e1] = e3,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yj , e1] = yj+1, 1 ≤ j ≤ n− 2,

[y1, y1] = e1,

[yj , y1] = ej+1, 2 ≤ j ≤ n− 1,

[e1, y1] =
1
2y2,

[ei, y1] =
1
2yi, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yi, x] = (2i− 1)yi, 1 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, x] = 2e1, [x, e1] = −2e1,

[e2, x] = 2(n− 1)e2 + en,

[ei, x] = 2(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, y1] = −y1,

G4(γ, b) :



[e1, e1] = e3,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yj , e1] = yj+1, 1 ≤ j ≤ n− 2,

[y1, y1] = e1,

[yj , y1] = ej+1, 2 ≤ j ≤ n− 1,

[e1, y1] =
1
2y2,

[ei, y1] =
1
2yi, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yi, x] = (2i− 1)yi, 1 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, x] = 2e1, [x, e1] = −2e1,

[e2, x] = ben,

[ei, x] = 2(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, y1] = −y1,
[x, x] = γe2, (γ, b) = (0, 1), (1, 0), (1, 1)

G5 :



[e1, e1] = e3, [ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yj , e1] = yj+1, 1 ≤ j ≤ n− 2,

[y1, y1] = e1, [yj , y1] = ej+1, 2 ≤ j ≤ n− 1,

[e1, y1] =
1
2y2, [ei, y1] =

1
2yi, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, x] =
n∑

k=3

ak−1ek, [e2, x] = e2, [ei, x] =
n∑

k=i+1

ak+1−iek, 3 ≤ i ≤ n,

[x, x] = γen, [yi, x] =
n−1∑

k=i+1

ak+1−iy, 1 ≤ i ≤ n− 1,
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G6 :



[e1, e1] = e3, [ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yj , e1] = yj+1, 1 ≤ j ≤ n− 2,

[y1, y1] = e1, [yj , y1] = ej+1, 2 ≤ j ≤ n− 1,

[e1, y1] =
1
2y2, [ei, y1] =

1
2yi, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, x] =
n∑

k=3

ak−1ek, [e2, x] = e2, [ei, x] =
n∑

k=i+1

ak+1−iek, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e2] = −e2, [x, x] = γen, [yi, x] =
n−1∑

k=i+1

ak+1−iy, 1 ≤ i ≤ n− 1.

Надо отметить, что первый ненулевой параметр среди {a2, a3, . . . , an−1, γ} в
алгебрах G5 и G6 можно приравнять к 1.
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Максимальные разрешимые алгебры Лейбница
с квази-филиформным нильрадикалом
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Алгебры Лейбница были введены в начале 90-х годов прошлого столе-
тия французским математиком Ж.-Л. Лоде как алгебры, характеризующиеся
тождеством Лейбница 4]. Алгебры Лейбница являются обобщениями алгебр
Ли, и поэтому многие свойства, справедливые для алгебр Ли, продолжаются
на случай алгебр Лейбница.

В 1945 году А.И. Мальцев доказал, что разрешимая алгебра Ли опреде-
ляется однозначно её нильрадикалом. Далее, в 1963 году Г.М. Мубарякзянов
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разработал метод построения разрешимых алгебр Ли с помощью нильради-
кала и ниль-независимых дифференцирований нильрадикала. Методом Му-
барякзянова в работе [1] были получены описания некоторых классов разре-
шимых алгебр Ли. Описанию разрешимых алгебр Лейбница с некоторыми
заданными нильрадикалами посвящена работа [3].

В данной работе приведена классификация разрешимых алгебр Лейбница
с естественный образом градуированным квази-филиформным нильрадика-
лом и дополняющим пространством максимальной размерности.

Определение 1. Алгебра L над полем F называется алгеброй Лейбница,
если для любых x, y, z ∈ L выполняется тождество

[x, [y, z]] = [[x, y], z]− [[x, z], y],

где [, ] — умножение в L.

Для произвольной алгебры Лейбница L определим ряды

L[1] = L, L[k+1] = [L[k], L[k]]; L1 = L, Lk+1 = [Lk, L1].

Определение 2. Алгебра Лейбница L называется разрешимой (нильпо-
тентной), если существует s ∈ N такое, что L[s] = 0 (Ls = 0). Минималь-
ное число, обладающее таким свойством, называется индексом разрешимо-
сти (нильпотентности) алгебры L.

Максимальный нильпотентный (разрешимый) идеал алгебры Лейбница L
называется нильрадикалом (радикалом).

Определение 3. Линейное отображение d из L в себя называется диффе-
ренцированием, если для любых x, y ∈ L выполняется тождество

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)].

Линейные отображения f1, . . . , fk называются ниль-независимыми, если

α1f1 + α2f2 + ...+ αkfk

не нильпотентно при всех значениях αi, кроме нуля.
Пусть R — разрешимая алгебра Лейбница, следовательно, R можно запи-

сать как сумму векторных пространств R = N +Q, где N — нильрадикал в
R и Q — дополняющее векторное пространство.

Предложение 1. [3] Пусть R — разрешимая алгебра Лейбница. Тогда
размерность Q не превышает максимального числа ниль-независимых диф-
ференцирований N.
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Теперь рассмотрим следующую алгебру. Эта алгебра является естествен-
ным образом градуированной квази-филиформной алгеброй Лейбница, кото-
рая получена в работе [2].

L3,−1
n :


[ei, e1] = ei+1, 1 ⩽ i ⩽ n− 3,

[en−1, e1] = en + e2,

[e1, en−1] = −en.
Приведём описание дифференцирования алгебры L3,−1

n .

Предложение 2. Произвольное дифференцирование d алгебры L3,−1 име-
ет следующий вид:

d(e1) =
n∑
t=1

atet,

d(ei) = (ia1 + an−1)ei +
n−2∑
t=i+1

at−i+1et, 2 ⩽ i ⩽ n− 2,

d(en−1) =
n∑
t=2

btet,

d(en) = (bn−3 − an−3)en−2 + (bn−1 + a1)en,

где bi = ai, 2 ⩽ i ⩽ n− 3, bn−1 = a1 + an−1.

Теорема. Пусть R — разрешимая алгебра Лейбница с нильрадикалом
L3,−1
n и дополняющим пространством максимальной размерности. Тогда су-

ществует базис {e1, e2, . . . , en, x, y} в алгебре такой что, умножение в этом
базисе имеет следующий вид:

R(L3,−1
n ) :



[ei, e1] = ei+1, 1 ⩽ i ⩽ n− 3, [en−1, e1] = en + e2, [e1, en−1] = −en,
[e1, x] = e1 − en−1, [ei, x] = (i− 1)ei, [en, x] = en, [x, e1] = −e1 + en−1,

[x, en] = −en, [e1, y] = en−1, [ei, y] = ei, 2 ⩽ i ⩽ n− 2,

[en−1, y] = en−1, [en, y] = en, [y, e1] = −en−1, [y, en−1] = −en−1,

[y, en] = −e2 − en.
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Р. Ботт в [1] предложил следующую конструкцию группового коцикла.
Пусть M — гладкое компактное ориентируемое n-мерное многообразие,
и Γ — группа, действующая справа на многообразии M при помощи сохра-
няющих ориентацию диффеоморфизмов. Рассмотрим абелеву группу R+ по-
ложительных вещественных чисел относительно умножения.

Заметим, что, так как мы предположили, что группа Γ действует на много-
образии M справа, группа Γ действует слева на абелевой группе C∞(M,R+)
гладких функций из многообразия M в группу R+ по следующему правилу

h(f)(x) = f(xh) ,

где h ∈ Γ, f ∈ C∞(M,R+), x ∈M .
Пусть ω — форма объема на многообразии M . Для любого элемента h ∈ Γ

определим функцию µ(h) ∈ C∞(M,R+) следующим образом

µ(h) =
h∗(ω)

ω
.

Теперь n + 1-коцикл B, такой, что его класс задает элемент из группы
Hn+1(Γ,R), определяется как

B(h1, . . . , hn+1) =

∫
M

log µ(ĥ1) d log µ(ĥ2) ∧ . . . ∧ d log µ(ĥn+1) ,

где h1, . . . , hn+1 ∈ Γ, и ĥi = h1 h2 . . . hi для 1 ≤ i ≤ n.
В случае, когда n = 1, M = S1 является окружностью и ω = dθ, где

θ — координата на окружности, коцикл Ботта также назывется коциклом
Ботта–Тёрстона. В этом случае он задает центральное расширение группы
Γ = Diff(S1) сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов окружности S1

при помощи группы R. Касательная алгебра Ли к получившийся бесконеч-
номерной группе Ли будет алгеброй Вирасоро, а сам коцикл Ботта–Тёрстона
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при переходе к алгебрам Ли становится кратен 2-коциклу Гельфанда Фукса
на алгебре Ли векторных полей на окружности.

Можно написать формальную версию для коцикла Ботта для n-мерного
тора.

В случае n = 1 формальный коцикл Ботта–Тёрстона — это 2-коцикл на
группе непрерывных A-автоморфизмов алгебры A((t)) рядов Лорана над
кольцом A со значениями в группе A∗ обратимых элементов кольца A.

В своем докладе я расскажу, следуя [2], что центральное расширение,
заданное формальным коциклом Ботта-Тёрстона, эквивалетно 12-кратной
сумме Бэра детерминантного центрального расширения, если A является
Q-алгеброй. В качестве следствия этого результата получается часть новой
формальной теоремы Римана–Роха. Эта теорема Римана–Роха применяется к
окольцованному пространству на отделимой схеме S над полем Q, где струк-
турный пучок окольцованного пространства локально на схеме S изоморфен
пучку OS((t)) и склеивающие автоморфизмы непрерывны. Локально на схе-
ме S это окольцованное пространство соответствует проколотой формальной
окрестности сечения гладкого морфизма в U относительной размерности 1,
где открытое подмножество U ⊂ S.

Список литературы
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U-инварианты представлений редуктивных групп
А.Н. Панов

Самарский университет, Самара, Россия
apanov@list.ru

Пусть G = GL(n) — полная матричная группа над полем K,
U = UT(n) — унитреугольная группа, V = Mat(n) и Adg(A) = gAg−1.

Рассмотрим H2 = Mat(n)⊕Mat(n) и действие Adg(A1, A2) = (AdgA1,AdgA2)
группы G на H2. Пусть X = (xij)

n
i,j=1 и Y = (yij)

n
i,j=1, где {xij} и {yij} — стан-

дартные координатные функции первой и второй компоненты в H2.
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Для любого целого i ∈ [1, n] обозначим через i′ = n− i+ 1 число, симмет-
ричное i относительно центра отрезка [1, n]. Для любой пары (i, j) условие
i′ ⩽ j означает, что пара (i, j) лежит на или ниже побочной диагонали. Для
такой пары определен минор Mij(X) порядка i′ матрицы X с системой строк
[i, n] и столбцов [1, i′ − 1] ⊔ {j}.

Для пары j ⩽ k рассмотрим минор Njk(Y ) порядка k′ матрицы Y с си-
стемой строк {j} ⊔ [k + 1, n] и столбцов [1, k′]. Для пары i′ < k рассмотрим
многочлен

Pik(X, Y ) =
∑
i′⩽j⩽k

Mij(X) ·Njk(Y ).

Пусть Pik(X) = Pik(X,X) и P(X) = {Pik(X) : 1 ⩽ i′ < k ⩽ n}. Для любого
1 ⩽ k ⩽ n рассмотрим левый нижний угловой минор Dk(X) порядка k′

матрицы X и обозначим D(X) = {Dk(X) : 1 ⩽ k ⩽ n}.
Теорема 1. Система многочленов P(X)∪D(X) свободно порождает поле

U -инвариантов K(Mat(n))U над полем K.

Пусть Xτ — матрица, симметричная X относительно побочной диагона-
ли. Ортогональная и симплектическая группы определим стандартным об-
разом, используя симметрию относительно побочной диагонали. Обе груп-
пы действуют на Mat(n) присоединенным образом. Пусть U — пересечение
UT(n) с ортогональной или симплектической группой. Рассмотрим множе-
ство P(Xτ , X), состоящее из многочленов {Pik(Xτ , X)}, где i′ > k ⩾ i в
ортогональном случае и i′ > k > i в симплектическом случае.

Теорема 2. Система многочленов P(X) ∪ D(X) ∪ P(Xτ , X) свободно по-
рождает поле U-инвариантов K(Mat(n))U над полем K.

В работах [1], [2] была использована другая конструкция для построения
образующих элементов в полях U -инвариантов.
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Лучезарные торические многообразия II
А.Ю. Перепечко1

ИППИ РАН имени А.А. Харкевича, НИУ ВШЭ, Москва, Россия
a@perep.ru

Доклад является продолжением одноимённого доклада И.В. Аржанцева и
основан на cовместной работе И.В. Аржанцева, К.В. Шахматова и автора [1].

Полное торическое многообразие X назовём лучезарным, если максималь-
ная унипотентная подгруппа U группы автоморфизмов Aut(X) действует на
X с открытой орбитой. Мы рассмотрим два типа лучезарных многообразий
в зависимости коммутативности U и опишем их свойства.

Мы опишем множество корней Демазюра, соответствующих подгруппе U ,
в комбинаторных терминах. В частности, мы представим ориентированные
графы на множестве корней Демазюра, позволяющие описать центральные
и производный ряды подгруппы U .

Наконец, мы представим возникающие ограничения на эквивариантные
торические пополнения унипотентных алгебраических групп.

Список литературы
[1] I. Arzhantsev, A. Perepechko, K. Shakhmatov. Radiant toric varieties and
unipotent group actions, arXiv: math.AG/2209.04021 (2022).

Описание коприсоединённых орбит
максимальной и субмаксимальной размерности

в нильпотентных алгебрах типов A, B, C, D
А.В. Петухов

ИППИ РАН имени А.А. Харкевича, Москва, Россия
alex--2@yandex.ru

Пусть N — это конечномерная нильпотентная алгебра Ли. Орбиты копри-
соединённого действия N : n∗ активно изучаются вот уже более 50 лет в
контексте метода орбит Кириллова [4], [5], и их полное описание во многих
интересных случаях является дикой задачей (насколько мне известно, даже
для довольно маленьких алгебр Ли, скажем, заданных системой корней F4,
ответ пока не найден). С другой стороны, для максимальных нильпотентных
подгрупп простых групп классических серий A, B, C,D имеется стратифика-
ция орбит Андре [1], [2], разбивающая все орбиты на большие и довольно явно

1Работа автора выполнена в НИУ ВШЭ за счёт гранта РНФ-DST №22–41–02019.
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описанные классы; каждая страта (класс) в этой конструкции описывается
расстановкой ладей на некотором поле (тип поля зависит от типа алгебры).

В моём докладе я хотел показать как, используя комбинаторику страти-
фикации Андре, можно получить полную классификацию коприсоединённых
орбит максимальной и субмаксимальной размерности во всех классических
типах An, Bn, Cn, Dn, что естественным образом расширяет соответствующие
результаты А.А. Кириллова [4] и А.Н. Панова [6] для типа A. Общая идея
состоит в том, чтобы доказать, что подавляющее большинство страт Андре
не может содержать орбиты максимальной и субмаксимальной размерности
(что, в целом, соответствует идеям статьи [6]), изучив свойства некоторого
графа, построенного по матрице, ассоциированной с линейными формами из
этой страты. Доклад основан на совместной работе с М.В. Игнатьевым [3],
которую мы сейчас пишем.
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Первичные йордановы супералгебры,
удовлетворяющие стандартному тождеству

А.В. Попов
Ульяновск, Россия
klever176@rambler.ru

Будем предполагать, что основное поле F имеет нулевую характеристику.
Алгебра A над полем F называется первичной в случае, если произведение

любых её ненулевых идеалов не равно нулю, и полупервичной, если любой её
идеал I не тривиален, то есть I2 ̸= 0.
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Понятие первичности/полупервичности допускает некоторые вариации. В
частности, отдельно выделяют первичные алгебры без ниль-идеалов, без локально-
нильпотентных идеалов и др.

В случае йордановых алгебр известно описание первичных йордановых
алгебр без ниль-идеалов [1]. Кроме того, имеются примеры первичных йор-
дановых алгебр все элементы которых — ниль-элементы [2], [3].

Известно, что все конечно-порожденные первичные йордановы алгебры
не содержат ниль-идеалов [4]. Данное ограничение дополняется следующей
теоремой.

Теорема 1. Пусть A — первичная йорданова алгебра, удовлетворяющая
стандартному йорданову тождеству

∑
σ∈Sn

(−1)σ yxσ(1) · · ·xσ(n) = 0. Тогда A не

содержит ненулевых ниль-идеалов.

Пусть V — многообразие алгебр, порождённое алгеброй A (то есть класс
всех алгебр, удовлетворяющих тождествам алгебры A). Если A — первич-
ная алгебра, то в общем случае свободная алгебра FV [X] многообразия V

(X — счётное множество порождающих) не обязательно первична, но явля-
ется T -первичной. А именно, произведение любых её ненулевых T -идеалов
(то есть идеалов, устойчивых относительно действия End (FV [X])) не равно
нулю. Любое многообразие V, чья свободная алгебра является T -первичной,
называется T -первичным многообразием.

Если A — первичная супералгебра, то её грассманова оболочка G (A) так-
же порождает T -первичное многообразие. Оказывается, что в «хороших»
многообразиях все первичные T -подмногообразия порождаются первичными
супералгебрами (любую первичную алгебру можно рассматривать как пер-
вичную супералгебру) [5]. В йордановом случае оказывается справедливой
теорема.

Теорема 2. Пусть V — многообразие йордановых алгебр, удовлетворяю-
щая стандартному йорданову тождеству

∑
σ∈Sn

(−1)σ yxσ(1) · · · xσ(n) = 0. Тогда

все T -первичные подмногообразия многообразия V порождаются первичны-
ми супералгебрами.

Как теорема 1, так и теорема 2 являются следствиями следующих двух
лемм.

Лемма 1. Пусть V — многообразие йордановых алгебр. Всякая алгебра
из V имеет конечную мультипликативную длину в том и только в том случае,
когда в V выполнено стандартное тождество

∑
σ∈Sn

(−1)σ yxσ(1) · · ·xσ(n).
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Лемма 2. Пусть V — многообразие йордановых алгебр, не содержащее в
качестве подмногообразия многообразия разрешимых индекса 2 йордановых
алгебр. Тогда для любой алгебры A из V всякий ее нильпотентный идеал
сильно нильпотентен.
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[1] Е.И. Зельманов. О первичных йордановых алгебрах. II. Сиб. мат. журнал
24 (1983), no. 1, 89–104.
[2] С.В. Пчелинцев. Первичные алгебры и абсолютные делители нуля. Изв.
Акад. Наук СССР 50 (1986), no. 1, 79–100.
[3] В.Г. Скосырский. Первичные йордановы алгебры и конструкции Кантора.
Алгебра и логика 33 (1994), no. 3, 301–316.
[4] Е.И. Зельманов. Абсолютные делители нуля и алгебраические йордановы
алгебры. Сиб. мат. журнал 23 (1982), no. 6, 100–116.
[5] И.П. Шестаков. Альтернативные и йордановы супералгебры. Труды Х
Сибирской Школы «Алгебра и Анализ». Новосибирск: ИМ СО РАН, 1997,
157–169.
[6] А.Р. Кемер. Многообразия и Z2-градуированные алгебры. Изв. Акад. Наук
СССР 48 (1984), 1042–1059.

Многочлены Ласку и подразбиение
многогранника Гельфанда–Цетлина

Е.Д. Преснова1

НИУ ВШЭ, Москва, Россия
Ekaterina-Presnova@yandex.ru

Модуль Демазюра Dw
λ для данного представления Vλ группы GL(n) и пе-

рестановки w ∈ Sn определяется как линейная оболочка B-орбиты экстре-
мального вектора wvλ ∈ Vλ, где B ⊂ GL(n) — фиксированная борелевская
подгруппа. Модули Демазюра возникают во многих задачах теории представ-
лений; их характеры называются ключевыми многочленами (key polynomials)
и допускают ряд явных комбинаторных описаний. Многочлены Ласку явля-
ются неоднородными деформациями ключевых многочленов. Они описыва-
ются следующим образом:

L(β)
α =

{
xα, если α — разбиение (то есть αi ⩾ αi+1)
π
(β)
i (L

(β)
siα) иначе,

1Работа поддержана грантом Junior Leader фонда «Базис»
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где α — бесконечная последовательность неотрицательных целых чисел, где
число положительных элементов конечно, а αi — i-е вхождение.

Оператор π(β)i , действующий на кольце многочленов Z[β][x1, x2, . . .], опре-
деляется следующим образом:

π
(β)
i (f) =

xif + βxixi+1f − si(xif + βxixi+1f)

xi − xi+1
(1)

Ключевые многочлены получаются как специализации многочленов Ласку
при β = 0:

L(0)
α = kα. (2)

В работе [1] описано соответствие целых точек многогранника Гельфанда–
Цетлина мономам соответствующего характера Демазюра. Основной целью
работы является комбинаторное описание многочленов Ласку в терминах
подразбиений многогранника Гельфанда–Цетлина, где мономы при βi будут
соответствовать клеткам размерности i.

В случае размерности n = 3 и самой длинной перестановки w0 = s1s2s1
получена конструкция, позволяющая представить многогранник Гельфанда–
Цетлина в виде клеточного комплекса, где клетки размерности i будут соот-
ветствовать мономам при βi. Более того, ограничение конструкции на кога-
новские грани, соответствующие перестановкам меньшей длины, позволяет
получить описание для всех остальных многочленов Ласку от трёх перемен-
ных.

В дальшейшем планируется обобщить данный результат на случай произ-
вольной размерности.

Список литературы
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Жёсткость алгебры Ли pgl(4) в характеристике 2
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Деформации полупростых алгебр Ли малой размерности над полем ха-
рактеристики 2 представляют интерес в связи с проблемой классификации
простых конечномерных алгебр Ли. В работах [1], [2] исследованы локальные
деформации алгебр Шевалле L и их факторалгебр по центру L над алгеб-
раически замкнутыми полями характеристики 3 и 2. В [3] найдены орбиты
интегрируемых локальных деформаций простой алгебры ЛиA3 над полем
характеристики 2 и показано, что с точностью до изоморфизма имеются две
глобальные деформации этой алгебры. Согласно [4], все известные простые
14-мерные алгебры Ли являются деформациями алгебры A3. В работе [5]
исследованы деформации полупростой алгебры Ли, имеющей единственный
дифференциально простой идеал с простым 3-мерным ядром W1(2).

Алгебра g = psl(4) = A3 имеет достаточно большую алгебру внешних
дифференцирований: согласно [6], dimH1(g, g) = 7. Таким образом, имеется
множество неизоморфных полупростых алгебр Ли, которые являются расши-
рениями одномерной алгебры Ли с помощью g. В докладе рассматривается
одна из таких алгебр Ли L = pgl(4). Автор доказал, что H2(L,L) = 0. Таким
образом, справедлива.

Теорема. Алгебра Ли L = pgl(4) над полем характеристики 2 является
жёсткой.
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Инварианты на классах эквивалентности жестких фреймов
В.В. Севостьянова

Самарский университет, Самара, Россия
berlua@mail.ru

Доклад основан на работах [1], [2].
Пусть Hd — гильбертово пространство размерности d над вещественным

или комплексным полем F.

Определение 1. Набор векторов {φi}ni=1 в пространстве Hd будем назы-
вать фреймом, если существуют константы 0 < a ⩽ b < ∞ такие, что для
всех x ∈ Fd,

a∥x∥2 ⩽
n∑
j=1

|⟨x, φj⟩|2 ⩽ b∥x∥2.

Эквивалентно, конечный фрейм в Hd можно определить как произвольный
полный набор векторов: span{φj}nj=1 = Hd ([3]).

Оператором синтеза фрейма {φj}nj=1 из Hd называется Φ : Fn → Hd,

Φx :=
n∑
j=1

x(j)φj, где x(j) — j-я координата x ∈ Fn. Матрица оператора

синтеза Φ — d × n-матрица, столбцами которой являются векторы фрей-
ма. Оператором анализа называется оператор Φ∗ : Hd → Fn, для которого
(Φ∗y)(j) = ⟨φj,y⟩, j = 1, . . . , n. Подробнее о фреймах см. [4], [5], [6].

Если a = b, то имеет место равенство ΦΦ∗ = aI, и такие фреймы называ-
ются a-жёсткими. 1-жёсткие фреймы будем называть фреймами Парсеваля.
Обозначим через Xd,n многообразие фреймов Парсеваля в Fdn. Можно пока-
зать, что многообразие Xd,n гладкое и неприводимое, см. [4].

На множестве фреймов можно ввести различные классы эквивалентности.

Определение 2. Фреймы {φi}ni=1 и {ψi}ni=1 называются унитарно эквива-
лентными, если существует унитарное преобразование U, переводящее век-
торы одного фрейма в векторы другого: ψi = Uφi, ∀i.

Хорошо известно, что матрицы Грама двух систем векторов {φi}ni=1 и
{ψi}ni=1 совпадают тогда и только тогда, когда эти системы унитарно экви-
валентны. Тогда унитарно эквивалентные фреймы однозначно определяются
значениями скалярных произведений ⟨φi, φj⟩, i ⩽ j.

Заметим, что класс унитарно эквивалентных фреймов зависит от порядка,
в котором расположены векторы фрейма.
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Определение 3. Будем говорить, что два фрейма Парсеваля {φi}ni=1 и
{ψi}ni=1 перестановочно унитарно эквивалентны, если существует переста-
новка σ ∈ Sn, для которой фреймы {φi}ni=1 и {ψσ(i)}ni=1 унитарно эквивалент-
ны.

Имеет место утверждение, согласно которому квадратная матрица G яв-
ляется матрицей Грама фрейма Парсеваля тогда и только тогда, когда G —
матрица ортогонального проектирования, то есть G = G∗ = G2 (подробнее
см. [4]). Пусть Gr(d, n) — множество таких ортогональных проекций, явля-
ющееся гладким неприводимым многообразием. Поскольку матрица Грама
однозначно определяет унитарный класс эквивалентности, для описания пе-
рестановочно унитарных классов эквивалентности достаточно изучить дей-
ствие симметрической группы на многообразии Gr(d, n). В докладе пойдет
речь об орбитах и инвариантах этого действия. Будут указаны регулярные
функции, в общем положении разделяющие перестановочно-унитарные клас-
сы эквивалентности на Xd,n.

Список литературы
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О билинейной форме на кольце представлений gl(m,n)
А.Н. Сергеев
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Доклад основан на работе автора [1].
Пусть p → p∗ будет автоморфизмом кольца многочленов Лорана

Pm,n = Z[xi, x−1
i , yj, y

−1
j ] таким, что

x∗i = x−1
i , i = 1, . . . ,m, y∗j = y−1

j , j = 1, . . . , n.

Положим

∆(x) =
∏
i>j

(
1− xi

xj

)
, ∆(y) =

∏
i>j

(
1− yi

yj

)
, ∆(x, y) =

∏
i,j

(
1 +

yj
xi

)
и для p, q ∈ Pm,n определим

(p, q) =
1

m!

1

n!

[
p∗q

∆(x)∆(x)∗∆(y)∆(y)∗

∆(x, y)∆(x, y)∗

]
0

где [ , ]0 означает постоянный член и (∆(x, y)∆(x, y)∗)−1 понимается как

(∆(x, y)∆(x, y)∗)−1 =
(y1 . . . yn)

m

(x1 . . . xm)n

[∏
i.j

(
1 +

yj
xi

)]−2

.

Теорема. Справедливо следующее равенство:

dimHomg(P,L) = (chP, chL),

где g = gl(m,n), P — конечномерный проективный модуль, а L — любой
конечномерный модуль.

Список литературы
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Полиэдральные модели K-теории торических и флаговых
многообразий
Е.Ю. Смирнов
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В работе А.В. Пухликова и А.Г. Хованского [7] было предложено описание
кольца когомологий торического многообразия X как фактора кольца диф-
ференциальных операторов с постоянными коэффициентами по аннулятору
многочлена объёма многогранника моментов многообразия X. Эта конструк-
ция была обобщена К. Кавехом [1], который заметил, что кольцо когомологий
многообразия полных флагов может быть получено в результате применения
аналогичной конструкции ко многограннику Гельфанда—Цетлина. Впослед-
ствии это описание было использовано в совместной работе докладчика с В.А.
Кириченко и В.А. Тимориным [3], в которой была предложена реализация
исчисления Шуберта на многообразиях полных флагов при помощи пересе-
чения определённых наборов граней многогранников Гельфанда–Цетлина.

Я расскажу о нашей совместной работе с Л.В. Мониным, посвящённой
обобщению этих результатов на случай K-теории. А именно, нами было пред-
ложено обобщение конструкции алгебр с горенштейновой двойственностью,
задаваемой обратными системами Маколея (см. препринт Хованского и Мо-
нина [2]) на случай операторов сдвига с постоянными коэффициентами. Далее
эта конструкция была использована для определения K-кольца многогран-
ника; для этого была рассмотрена алгебра операторов сдвига с постоянными
коэффициентами по модулю аннулятора многочлена Эрхарта многогранни-
ка. Особенно интересен здесь случай целочисленно простых многогранников,
отвечающих гладким торическим многообразиям.

Далее нам удалось показать, что K-теория торического многообразия сов-
падает с K-кольцом его многогранника моментов. В последнем кольце бы-
ли выписаны явные представители классов структурных пучков замыканий
орбит тора. Наконец, было получено обобщение этой конструкции на слу-
чай многообразий полных флагов; группа Гротендика такого многообразия
изоморфна K-кольцу многогранника Гельфанда–Цетлина (который, однако,
уже не является простым, что доставляет дополнительные технические труд-
ности). В K-кольце многогранника Гельфанда–Цетлина удается предъявить
элементы, отвечающие классам структурных пучков многообразий Шуберта.
Это описание позволяет проводить вычисления в группе Гротендика много-
образия флагов в терминах граней многогранников Гельфанда–Цетлина, что
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даёт обобщение результатов работы [4].
Работа выполнена при поддержке фонда «Базис».
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Lp-аппроксимации решений параболических уравнений
второго порядка на многообразиях ограниченной геометрии

А.С. Смирнова1

НИУ ВШЭ, Нижний Новгород, Россия
smirnovaas@hse.ru

В работе рассматривается задача Коши для параболического уравнения
с частными производными в римановом многообразии ограниченной геомет-
рии. Класс многообразий ограниченной геометриии содержит в себе все ком-
пактные многообразия, а также широкий класс некомпактных многообра-
зий, что создаёт значительные технические трудности. Например, интегралы
по многообразию становятся несобственными в случае, когда многообразие
имеет бесконечный объём. При этом условие ограниченной геометрии мно-
гообразия гарантирует полноту любого гладкого ограниченного векторного
поля на таком многообразии. В таком случае мы можем использовать тех-
нику сдвига вдоль интегральных кривых векторного поля: векторные поля
будут являться коэффициентами уравнения, затем мы используем их для
создания операторнозначной функции (называемой функцией Чернова), ко-
торая определена на [0,+∞). Вот почему нам нужно, чтобы интегральные
кривые векторных полей существовали для всех положительных значений
времени t > 0 (на компактных многообразиях это выполняется автомати-
чески). После этого мы используем функцию Чернова и начальное условие
для создания аппроксимаций Чернова un(t, x), которые сходятся к решению

1Работа выполнена при поддержке Лаборатории динамических систем и приложений НИУ ВШЭ, грант
Министерства науки и высшего образования РФ соглашение №075–15–2022–1101.
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u(t, x) задачи Коши в Lp-норме: lim
n→∞

∥un(t, ·) − u(t, ·)∥Lp(M) = 0. Таким об-
разом, решение выражается в виде явной формулы, содержащей в качестве
параметров коэффициенты уравнения и начальное условие. Представленный
метод аппроксимации основан на теореме Чернова об аппроксимации опера-
торных полугрупп.

Графы Горески–Коттвица–Макферсона и кольца Чжоу
орисферических многообразий с числом Пикара равным одному

А.К. Сонина
Санкт-Петербургское отделение Математического института

им. В.А. Стеклова РАН,
Санкт-Петербург, Россия

sasha-sonina@mail.ru

В настоящей работе мы рассматриваем компактификации орисферических
пространств с числом Пикара один. Такие многообразия допускают полную
классификацию, приведённую в работе [3]. Особый интерес представляют два
многообразия размерностей 7 и 23 с действием исключительных групп типов
G2 и F4 соответственно.

Мы даем рецепт вычисления таблицы умножения эквивариантных колец
Чжоу таких пространств при помощи метода Горески–Коттвица–Макферсона
[2]. А именно, эквивариантное кольцо когомологий допускает описание в виде
набора расстановок многочлена на графе, вершины которого соответствуют
точкам, неподвижным под действием тора, а ребра — инвариантным пря-
мым. Мы строим так называемый flow up базис, который позволяет быстро
вычислять произведение двух образующих. В частном случае пространства
с действием группы типа G2 мы явно задаём эквивариантное кольцо Чжоу
образующими и соотношениями [4].

Теорема. CH∗
T ((G2, ω1, ω2)) = CH∗

T (pt)[h, flow2, f low3] /⟨Ri⟩i∈I , где h —
образующая степени 1, flow2 — образующая степени 2, flow3 — образующая
степени 3, а Ri — соотношения, полученные из таблицы умножения.

Вычисление по большей части чисто комбинаторное по своей природе. Од-
нако для построения flow up базиса используется тот геометрический факт,
что раздутие рассматриваемого многообразия вдоль одного проективного од-
нородного подмногообразия изоморфно проективизации некоторого рассло-
ения над другим проективым однородным подмногообразием (доказанный,
например, в [1]).
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Cтроение нормализатора максимального тора
в конечных группах лиева типа
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Пусть G — простая связная линейная алгебраическая группа над алгеб-
раическим замыканием Fp простого поля характеристики p. Через σ будем
обозначать эндоморфизм Стейнберга. Рассмотрим конечную группу лиева
типа G, это означает, что Op′(Gσ) ⩽ G ⩽ Gσ. Если T — максимальный
σ-инвариантный тор группы G, то T = T ∩ G — максимальный тор груп-
пы G. Общая задача заключается в описании таких групп G и их макси-
мальных торов T , что алгебраический нормализатор N(G, T ) = NG(T ) ∩ G
расщепляется над T . Отметим, что задача о расщепляемости нормализатора
максимального тора впервые была сформулирована в работе Ж. Титса [1].

Данная проблема решена для конечных групп лиевых типов An, Bn, Cn,
Dn, E6, E7, E8 и F4 в работах [2]–[6]. Более того, для группы F4(q) в случае
отсутствия дополнения в алгебраическом нормазилаторе для максимального
тора найдены добавления минимального порядка. Мы завершаем исследова-
ние поставленного вопроса о расщепляемости нормализатора максимального
тора для оставшихся конечных групп лиева типа.

Теорема. Пусть G ∈ {G2(q),
2G2(q),

3D4(q),
2F4(q),

2B2(q)}. Если T — мак-
симальный тор группы G и N — его алгебраический нормализатор, то N
расщепляется над T .

Препринт статьи выложен на сайте arxiv.org [7].
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Короткие SL2-структуры и их представления
Р.О. Стасенко

Московский государственный университет
имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия

theromestasenko@yandex.ru

Известна классическая конструкция Титса—Кантора-–Кёхера, позволяю-
щая по простой йордановой алгебре J построить простую алгебру Ли g, име-
ющую вид

g = der(J)⊕ sl2(J).

Теорема Титса—Кантора-–Кёхера утверждает, что между простыми йорда-
новыми алгебрами и простыми алгебрами Ли, удовлетворяющими описанной
выше формуле, существует взаимно однозначное соответствие.

Конструкцию Титса—Кантора-–Кёхера можно интерпретировать как ли-
нейное представление алгебры Ли sl2 автоморфизмами алгебры Ли g, которое
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разлагается на неприводимые представления размерностей 1 и 3. Естествен-
ным обобщением является следующее понятие. Пусть S — редуктивная алгеб-
раическая группа. S-структурой на алгебре Ли g называется гомоморфизм
Φ: S → Aut(g).

В докладе рассматриваются SL2-структуры. SL2-структуру назовем ко-
роткой, если представление Φ группы SL2 разлагается на неприводимые пред-
ставления размерностей 1, 2 и 3. При этом изотипное разложение представ-
ления Φ будет иметь вид

g = g0 ⊕
(
C2 ⊗ J1

)
⊕
(
sl2 ⊗ J2

)
.

Конструкция Титса—Кантора—Кёхера получается при J1 = 0. Доклад будет
посвящён случаю J1 ̸= 0.

Аналогично теореме Титса-–Кантора-–Кехера, будет установлено взаим-
но однозначное соответствие между простыми алгебрам Ли с короткой SL2-
структурой с J1 ̸= 0 и так называемыми простыми симплектическими струк-
турами Ли–Йордана (δ0; g0; J;J2), где J1 —– симплектическое пространство,
g0 —– редуктивная подалгебра Ли в sp(J1), а J2 –— простая йорданова по-
далгебра симметрических операторов на J1, а δ0 — некоторое билинейное
симметрическое отображение. Будет дана полная классификация коротких
SL2-структур на простых алгебрах Ли.

Короткие и очень короткие SL2-структуры можно аналогичным образом
задавать на произвольных g-модулях, используя соответствующее линейное
представление алгебры ли g. Подобная конструкция имеет интересные при-
ложения к теории представлений йордановых алгебр, о которых также будет
рассказано в докладе.

Аффинный суперянгиан
В.А. Стукопин

Московский физико-технический институт, Москва, Россия,
Южный математический институт ВНЦ РАН,

Владикавказ, Россия
stukopin@mail.ru

Доклад основан на совместной работе автора и В.Д. Волкова [1].
Суперянгиан Yℏ(ĝ(Π)) = Yℏ(ŝl(m|n)) аффинной специальной линейной су-

пералгебры Ли ĝ(Π) = ŝl(m|n) определяется в случае произвольной систе-
мы простых корней Π, сначала в терминах так называемой «минималист-
ской» системы образующих и определяющих соотношений. Мы также вво-
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дим суперянгиан Y̆ℏ(ŝl(m|n)) специальной линейной супералгебры Ли в тер-
минах новой системы образующих Дринфельда, так же в случае произволь-
ной системы простых корней супералгебры Ли Yℏ(ŝl(m|n)). Мы доказыва-
ем, что суперянгианы Yℏ(ŝl(m|n)) и Y̆ℏ(ŝl(m|n)) изоморфны как ассоциатив-
ные супералгебры. Мы также вводим группоид Вейля в случае суперянгиана
Yℏ(ŝl(m|n)) и явно описываем действие элементов группоида, как изоморфиз-
мов в категории суперянгианов Yℏ(ĝ(Π)) аффинной специальной линейной
супералгебры, определяемых различными системами простых корней Π.

Список литературы
[1] D. Volkov, V. Stukopin. Affine super Yangian, in preparation.

Классификация коприсоединённых орбит унипотеного радикала
борелевской подгруппы простой алгебраической группы типа F4

М.А. Сурков
Самарский университет, Самара, Россия

victorsumaev@yandex.ru

Пусть G — простая комплексная алгебраическая группа, B — её борелев-
ская подгруппа, N — её унипотентный радикал, n — алгебра Ли N . Груп-
па N действует на n присоединённым действием. Мы можем рассмотреть
двойственное действие N на пространстве n∗, которое называется коприсо-
единённым. Если Φ — система корней G, то n = ⟨eα, α ∈ Φ+⟩, N = exp(n).
Все сколь-нибудь хорошо изученные на данный момент коприсоединённые
орбиты — это так называемые орбиты, ассоциированные с расстановками ла-
дей. Они подробно рассматриваются в работах К. Андре, А.Н. Панова, М.В.
Игнатьева, А.А. Шевченко и автора (см.[1], [2], [3], [4], [5]). Наша цель — опи-
сать все коприсоединённые орбиты N в случае Φ = F4 в терминах носителей
канонических форм. Носителем линейной формы λ ∈ n∗ называется подмно-
жество suppλ = {α ∈ Φ+ : λ(eα) ̸= 0}. Пусть α1, α2, α3, α4 — простые корни в
F4, занумерованные как в [6]. Каждый положительный корень можно пред-
ставить как сумму простых корней. Введём на положительных корнях F4

лексикографический порядок. Для каждой линейной формы λ ∈ n∗ и каждо-
го корня γ ∈ Φ+ рассмотрим две матрицы Aλ,γ и Bλ,γ. Столбцы обеих матриц
занумерованы β ∈ Φ+ в лексикографическом порядке, строки матрицы Aλ,γ

занумерованы α ∈ Φ+ такими, что α ⪰ γ, а строки Bλ,γ занумерованы α ∈ Φ+

такими, что α ≻ γ, и элементы обеих матриц — это λ([eα, eβ]).
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Теорема. Пусть Φ = F4, и пусть S — это множество λ ∈ n∗, для которых
выполнено условие

∀γ ∈ suppλ rkAλ,γ = rkBλ,γ.

Тогда для любой коприсоединённой орбиты существует единственная форма
λ ∈ S, принадлежащая данной орбите.

Нами получен список из 880 носителей, классифицирующий коприсоеди-
нённые орбиты. Оказывается, что множество S — это в точности все линейные
формы с носителем из этого списка, а также некоторые формы с одним из
трёх носителей:
{α1 + α2 + 2α3, α1 + α2, α2 + 2α3 + α4, α2}, {α1 + α2 + 2α3, α1 + α2, α2 + 2α3 +
α4, α2, α4},
{α1+α2+2α3, α1+α2, α2+2α3+α4, α4}, при этом координаты любой такой
формы λ в двойственном базисе удовлетворяют уравнению

λα1+α2+α3
λ2α2+2α3+α4

= λα1+α2+2α3
λ2α2+α3+α4

.

Здесь λ =
∑
α∈Φ+

λαe
∗
α, где {e∗α} — двойственный базис к {eα}. Результаты,

полученные нами, подтверждаются результатами из [7], в которых посчитано
количество орбит каждой размерности для конечного поля Fq.

Благодарности. Данная работа была поддержана МЦМУ им. Эйлера
(соглашение №075–15–2022–287).
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О некоторых группах и алгебрах Ли в алгебрах Клиффорда
Е.Р. Филимошина

НИУ ВШЭ, Москва, Россия
filimoshinaek@gmail.com

Доклад основан на работах [1], [2], [3], [4].
В данной работе мы рассматриваем вырожденные и невырожденные ал-

гебры Клиффорда [5], [6], [7], [8] (или геометрические алгебры) произвольной
размерности и сигнатуры над полем вещественных или комплексных чисел.
В частности, рассматривается случай алгебр Грассмана (внешних алгебр). В
настоящее время алгебры Клиффорда активно применяются в физике, ком-
пьютерных науках, инженерии и других науках.

В докладе мы вводим и изучаем пять семейств групп Ли специального типа
в алгебрах Клиффорда. Эти группы Ли сохраняют некоторые фундаменталь-
ные подпространства алгебры Клиффорда при присоединённом и скрученном
присоединённом действиях и являются аналогами известной группы Липши-
ца, сохраняющей подпространство ранга 1 при скрученном присоединённом
действии. Мы рассматриваем случаи чётного и нечётного подпространств,
подпространств фиксированных рангов и их прямых сумм. Скрученное при-
соединённое действие введено в классической работе [9], оно осуществляет
двулистное накрытие ортогональных групп соответствующими спинорными
группами в случае произвольной размерности и сигнатуры. Рассматривае-
мые в докладе группы Ли содержат спинорные группы в качестве подгрупп.
В случае малых размерностей некоторые из рассматриваемых групп Ли свя-
заны с группой Гейзенберга и могут быть реализованы как подгруппы групп
обратимых верхнетреугольных матриц. Унитреугольная группа может быть
реализована как подгруппа этих групп.

В работе представлены алгебры Ли, которые соответствуют пяти рассмат-
риваемым семействам групп Ли. В случае произвольной размерности полу-
ченные пять семейств алгебр Ли содержат пространство бивекторов, которое
является алгеброй Ли спинорных групп. Приводятся коммутационные соот-
ношения рассматриваемых алгебр Ли, с помощью которых можно описать
их универсальные обёртывающие алгебры, пользуясь теоремой Пуанкаре –
Биркгофа – Витта. В случае малых размерностей мы представляем рассмат-
риваемые алгебры Ли в виде прямых сумм простых и разрешимых алгебр
Ли. Данные алгебры Ли изоморфны известным матричным алгебрам Ли, в
частности, классическим алгебрам Ли и алгебрам Гейзенберга. В дальнейшем
планируется определить системы корней максимальных полупростых подал-
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гебр рассматриваемых алгебр Ли в случае произвольной размерности.
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Группа автоморфизмов торальных многообразий
А.А. Шафаревич1

НИУ ВШЭ, Московский государственный университет
имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия

shafarevich.a@gmail.com

Доклад основан на совместной с А. Н. Трушином работе [2].
Пусть K — алгебраически замкнутое поле характеристики нуль и пусть

X — аффинное алгебраическое многообразие над K. Многообразие X назы-
вается торальным, если X изоморфно подмногообразию в алгебраическом
торе T = (K∗)n.

Торальные многообразия являются жёсткими многообразиями, то есть не
допускают нетривиальных действий аддитивной группы поля K. В работе
[1] было показано, что группа автоморфизмов жёстких многообразий содер-
жит единственный максимальный тор. Также там были приведены примеры

1Автор поддержан фондом развития теоретической физики и математики «Базис».
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жёстких многообразий, для которых удалось найти группу регулярных авто-
морфизмов.

В докладе будет расказанно об устройстве группы автоморфизмов тораль-
ных многообразий.

Теорема. Пусть X — торальное многообразие и T максимальный тор в
группе автоморфизмов. Тогда многообразие X изоморфно прямому произве-
дению Y × T , где Y — торальное многообразие с дискретной группой авто-
морфизмов. Более того,

Aut(X) = Aut(Y )⋌ (GLk(Z)⋌ (K[Y ]∗)k),

где k — размерность тора T и K[Y ]∗ — мультипликативная группа обратимых
регулярных функций на Y .

Известно, что если X — неприводимое алгебраическое многообразие, то
факторгруппа K[X]∗/K∗ является свободной конечно порождённой абелевой
группой. ЕслиX — торальное многообразие, то ранг K[X]∗/K∗ не меньше раз-
мерности X. В докладе будет рассказанно, как найти группу автоморфизмов
торальных многообразий X, у которых ранг K[X]∗/K∗ равен или отличается
на единицу от размерности X.
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Касательные конусы к аффинным многообразиям Шуберта
А.А. Шевченко

Самарский университет, Самара, Россия
shevchenko.alexander.1618@gmail.com

Пусть G — комплексная редуктивная алгебраическая группа, T — мак-
симальный тор, B — содержащая его борелевская подгруппа, W — группа
Вейля G относительно T . Обозначим через F = G/B многообразие флагов.
Оно распадается в объединение клеток Шуберта F = ⊔w∈WXo

w. Замыкание
клетки Шуберта Xo

w обозначается Xw и называется многообразием Шубер-
та, соответствующим элементу w. Обозначим через Cw касательный конус к
Xw в точке p = eB, рассматриваемый как подсхема в касательном простран-
стве TpXw ⊂ TpF . Описание касательных конусов — сложная задача теории
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алгебраических групп [2]. В 2011 году Д.Ю. Елисеев и А.Н. Панов [3] вычис-
лили касательные конусы в явном виде для SL(n,C), n ⩽ 5. На основании
полученных результатов А.Н. Панов выдвинул следующую гипотезу.

Гипотеза. Пусть w1, w2 ∈ W — различные инволюции, тогда Cw1
̸= Cw2

.

Легко показать, что гипотезу достаточно проверить для групп Вейля, со-
ответствующих неприводимым системам корней. В 2013 году гипотеза была
доказана Д.Ю. Елисеевым и М.В. Игнатьевым [4] для групп Вейля, соот-
ветствующих неприводимым системам корней типов An, F4, G2. В 2015 году
гипотеза была доказана для так называемых базисных инволюций совместно
М.В. Игнатьевым и автором [5] для групп Вейля, соответствующих неприво-
димым системам корней типа Dn. В 2016 году гипотеза была доказана сов-
местно М.А. Бочкарёвым, М.В. Игнатьевым и автором [1] для групп Вейля,
соответствующих неприводимым системам корней типов Bn и Cn. В 2020 го-
ду гипотеза была доказана для некоторых пар инволюций совместно М.В.
Игнатьевым и автором [6] в типах E6, E7, E8.

Пусть теперь G = G(A) — комплексная группа Каца-–Муди, ассоцииро-
ванная с произовльной матрицей Картана A (не обязательно симметричной)
со стандартной подгруппой Бореля B и стандартным максимальным тором
T ⊂ B, тогда W ∼= N(T )/T — группа Вейля ассоциированная с парой (G, T ).
Все остальные объекты, необходимые для формулировки гипотезы, опреде-
ляются аналогично, только G/B является инд-многообразием флагов. В до-
кладе будет рассмотрен случай, когда W является аффинной группой Вейля
типа A или группой аффинных перестановок.

Исследование А.А. Шевченко выполнено в Санкт-Петербургском между-
народном математическом институте имени Леонарда Эйлера при финансо-
вой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Феде-
рации (по договору №ЕД–125006/Ф от 15.12.2022). Поездка А.А. Шевченко на
школу-конференцию была осуществлена за счёт трэвел-гранта
№22–3–5–11–1 фонда развития теоретической физики и математики «Базис».
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Пусть X — топологическое пространство, на котором слева непрерыв-
но действует топологическая группа L. Кольца эквивариантных когомоло-
гий точки H•

L(pt,k) канонически действуют на H•
L(X, k) слева по формуле

hm = a∗X(h) ∪m, где aX : X → pt — постоянное отображение.
В докладе мы рассмотрим правые действия колец H•

R(pt,k) на H•
L(X, k),

где L и R — замкнутые подгруппы компактной группы Ли G. Любое та-
кое действие коммутирует с описанным выше каноническим левым действи-
ем и, таким образом, превращает H•

L(X, k) в бимодуль. Для введения пра-
вых действий нам потребуется дополнительная информация: так называемые
скручивающие отображения A : X → G/R, которые являются непрерывными
L-эквивариантными отображениями.

Основной целью доклада является описание явной геометрической кон-
струкции (через вложение произведений конструкций Бореля) следующего
гомоморфизма:

H•
L(X/R, k⊗H•

P (pt,k) H
•
Q(Y, k) → H•

L

(
X ×

R
P ×

Q
Y, k

)
,

где R и Q — замкнутые подгруппы замкнутой подгруппы P ⩽ G. Мы опи-
сываем условия (близкие к эквивариантно формальным), при которых этот
гомоморфизм является изоморфизмом. Этот результат можно рассматривать
как эквивариантную форму изоморфизма Кюннета.
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В качестве примеров применений установленного изоморфизма можно рас-
смотреть вычисление (как бимодулей) колец когомологий многообразия фла-
гов в виде [1] и многообразий Ботта–Самельсона, а также доказательство
формулы произведения стандартных бимодулей [2, Section 3.4]. Кроме того,
явная конструкция изоморфизма позволяет следить с геометрической точки
зрения за морфизмами бимодулей Зёргеля на диаграммном языке
[2, Section 5].
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Burde’s series of simple pre-Lie algebras
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Pre-Lie algebras appeared during 1960s independently in affine geometry (E.B.
Vinberg, J.-L. Koszul) and ring theory (M. Gerstenhaber). An algebra A is a pre-
Lie algebra, if

(x · y) · z − x · (y · z) = (y · x) · z − y · (x · z)

holds for all x, y, z ∈ A.
In 1998, D. Burde found [1] a series of simple pre-Lie algebras In. Denote ek,

k = 1, . . . , n, the linear basis of In, and define the product · by the formulas

en · en = 2en, en · ej = ej, ej · ej = en, j = 1, . . . , n− 1,

all omitted products are assumed equal to zero.
A. Mizuhara based on the studies of H. Shima [5] gave a list of simple pre-Lie

algebras over a solvable Lie algebra [4], including In. In [1], it was proved that
I2 is the only simple pre-Lie algebra of dimension 2 over C. However, already
in dimension 3, there are an infinite number of pairwise non-isomorphic simple
pre-Lie algebras over C [1]. All simple pre-Lie algebras obtained from I4 by
infinitesimal deformations were described in [1]. Simple real forms on In were
given in [2]. In [3], it was shown that the quantum special linear algebra SLq(2)
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over C with real q may be quantised from the pre-Lie product on su∗2 which occurs
to be isomorphic to I3 (over R).

We describe all main operators on In: automorphisms, derivations, and Rota—
Baxter operators of an arbitrary weight λ.

Theorem 1. Let n > 1 and charF ̸= 2. Then Aut(In) ∼= On−1(F ) and
Der(In) ∼= on−1(F ).

Theorem 2. Let charF ̸= 2.
a) Then for every Rota—Baxter operator R of weight λ on In, we have R2 +

λR = 0 and ATA = 0, where A is a matrix of R in the basis e1, . . . , en.
b) If F is totally real field, then there are only trivial RB-operators on In.
c) If F is quadratically closed, then there are nontrivial RB-operators of nonzero

weight on In for n ≥ 2 and nontrivial RB-operators of weight 0 on In for n ≥ 3.
The research is supported by Russian Science Foundation (project 21–11–

00286).
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Monomial Rota—Baxter operators of nonzero weight on F [x, y]
coming from averaging operators

A.F. Khodzitskii
Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russia

a.khodzitskii@g.nsu.ru

The report is based on the work [2].
Given an algebra A over a field F , a linear operator R on A is called a Rota—

Baxter operator, if the following relation

R(a)R(b) = R
(
R(a)b+ aR(b) + λab

)
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holds for all a, b ∈ A. Here λ ∈ F is a fixed scalar called a weight of R. Rota—
Baxter operator is an algebraic generalization of the integral operator.

An operator L on F [x, y] is called monomial if L(xkyl) = εklx
aklybkl, where

εkl ∈ F for all k, l ∈ N. Monomial Rota—Baxter operators on F [x] were introduced
in [1], and such operators on F [x] were classified in [3].

Let A be an algebra, then an operator T on A is called homomorphic averaging
operator if T (a)T (b) = T (T (a)b) = T (aT (b)) = T (ab) holds for all a, b ∈ A.
Then R = −T is a Rota — Baxter operator of weight 1 on A.

Up to change x with y, a nonzero monomial homomorphic averaging operator T
on F [x, y] equals one of the following operators (except simple cases):

(1) T (xnym) = xrmym, r ∈ N,
(2) T (xnym) = αnym+rn, r ∈ N, α ∈ F ∗.

Problem. Describe all Rota—Baxter operators of weight 1 on F [x, y] of the
form

R(xnym) = αn,mT (x
nym),

where αn,m ∈ F and T is a monomial homomorphic averaging operator on F [x, y].
We solve Problem completely for the case (1) and for (2), when r = 0, 1. We

expect that the approach applied for the case (2), r = 1, works for r > 1 too.

Theorem. Let α1,0, α1,1, α1,2 ∈ F be pairwise distinct such that 2α1,1 ̸= α1,0+
α1,2. Then a monomial operator of the form R(xnym) = αn,my

n+m, where αn,m
are expressed by the formulas

α1,m =
α1,0α1,m−1 − α1,1α1,m−2

α1,0 + α1,m−1 − (α1,1 + α1,m−2)
, αk+1,m = αk,m(α1,0−α1,k+m)−α1,0αk,m+1,

is an RB-operator of weight 1 on F [x, y].
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Buchberger algorithm and compactness for bicommutative algebras
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Bicommutative algebras are defined by the identities a◦ (b◦ c) = b◦ (a◦ c) and
(a ◦ b) ◦ c = (a ◦ c) ◦ b. A bicommutative algebra A is most close to commutative
and associative case. Especially, A2 is commutative and associative [1].

As usual, we define a prime ideal ρ of a bicommutative algebra A with the
property that iff ∀x, y ∈ A from x ◦ y ∈ ρ follows that x ∈ ρ or y ∈ ρ. But
we must be very careful with operating with such ideals because most theorems
of commutative algebra is true because we have identity element 1 such that
a ◦ 1 = 1 ◦ a = a. For bicommutative case, existence of such element give us
associative and commutative case.

Another one unpleasant moment is that maximal ideal can not be prime.
Let us denote X to be SpecA. But we can prove that if Zariski topology is not

empty, then X is compact space if bicommutative algebra A is finitely generated.

Theorem 1. Let A be a finitely generated bicommutative algebra then
X = SpecA is compact space.

I use basis of free bicommutative algebra, given in [2]. I prove analogue of
Diamond Lemma, which was proved for associative case by G.M. Bergman in [3],
for bicommutative case. Also I define correctly S-polynomials for bicommutative
case and use analogue of Buchberger algorithm, created by B. Buchberger in [4]
for the ring of polynomials.

The author is grateful to grant AP14869221 «Applications of combinatorial
K-theory» MES RK.
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Local derivation on the conformal Galilei algebra
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Investigation of local derivations on Lie algebras was initiated in paper in [1].
Sh.A. Ayupov and K.K. Kudaybergenov have proved that every local derivation
on semi-simple Lie algebras is a derivation and gave examples of nilpotent finite-
dimensional Lie algebras with local derivations which are not derivations. In [2]
local derivations and automorphism of complex finite-dimensional simple Leibniz
algebras are investigated, and it is proved that all local derivations on a finite-
dimensional complex simple Leibniz algebras are automatically derivations and
it is shown that filiform Leibniz algebras admit local derivations which are not
derivations. In this paper, we will study local derivations on the conformal Galilei
algebra.

In this paper, we denoted by Z, N, and C the sets of all integers, positive
integers, and complex numbers respectively. In this section we give some necessary
notations, definitions and preliminary results.

A derivation on a Lie algebra g is a linear map D : g → g satisfying

D[x, y] = [D(x), y] + [x,D(y)]

for all x, y ∈ g. Denote by Der(g) the set of all derivations of g. For all a ∈ g, the
map ad(a) on g defined as ad(a)(x) = [a, x], x ∈ g is a derivation and derivations
of this form are called inner derivation and denote by ad(g).

A linear operator ∆ is called a local derivation if for any x ∈ L, there exists a
derivation Dx : L → L (depending on x) such that ∆(x) = Dx(x).

In recent years Galilei groups and their Lie algebras have been intensively
studied. The interest is due to an appearance of this kind of symmetries in very
different areas of physics and mathematics [3], [6]. The conformal extension of the
Galilei algebra is parameterized by a positive half-integer number l and is called
the l-conformal Galilei algebra. For l ∈ N − 1

2 , we denote the conformal Galilei
algebra by g, which has a basis given by

{e, h, f, pk, z | k = 0, 1, 2, . . . , 2l}
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and the Lie bracket given by

[h, e]=2e, [h, f ]=−2f, [e, f ]=h,

[h, pk]=2(l − k)pk, [e, pk]=kpk−1, [f, pk]=(2l − k)pk+1,

[z, g]=0,

[pk, pk′]=δk+k′,2l(−1)k+l+
1
2k!(2l − k)!z, for k, k′ = 0, 1, 2, . . . , 2l.

The conformal Galilei algebra can be viewed as a semidirect product
g = sl2 ⋉Hl of two subalgebras. sl2 = Span{e, h, f} and Heisenberg subalgebra
Hl = Span{pk, z | k = 0, 1, 2, . . . , 2l}. The irreducible representations of the
conformal Galilei algebra are classified in [4], [5].

The following lemma can be used to determine the derivation of g.
Let δ be an outer derivation of g determined by

δ(h) = δ(e) = δ(f) = 0, δ(z) = z, δ(pk) =
1

2
pk, k = 0, 1, . . . , 2l. (1)

Lemma. [7] Derg = Cδ ⊕ ad(g), where δ(pi) = 1
2pi, δ(z) = z for

i = 0, 1, . . . , 2l.

Now we give the main theorem concerning local derivations on the conformal
Galilei algebra g.

Theorem. Every local derivation on g is a derivation.
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