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Предисловие

Девятая школа-конференции «Алгебры Ли, алгебраические группы и тео-
рия инвариантов» проходила в Самаре с 21 по 26 августа 2021 года. Орга-
низаторы: Самарский национальный исследовательский университет имени
академика С.П. Королева, Математический институт им. В.А. Стеклова Рос-
сийской академии наук, г. Москва, Московский государственный университет
им. М.В. Ломоносова, Московский центр фундаментальной и прикладной ма-
тематики, Научно-учебная лаборатория алгебраических групп преобразова-
ний, Национальный исследовательский университет «Высшая школа эконо-
мики», г. Москва, Математический центр мирового уровня «Математический
институт им. В.А. Стеклова Российской академии наук» (МЦМУ МИАН),
г. Москва. Информацию о предыдущих школах-конференциях см. на сайте
http://halgebra.math.msu.su/alg_conf/main.shtml.

Программный комитет школы-конференции: И.В. Аржанцев (НИУ ВШЭ),
В.А. Артамонов (МГУ им. М.В. Ломоносова), Н.А. Вавилов (СПбГУ), М.Х.
Гизатуллин (Самара), С.О. Горчинский (Математический институт им. В.А.
Стеклова РАН), А.С. Клещёв (Университет Орегона, США), А.Н. Панов (Са-
марский университет), Д.А. Тимашёв (МГУ им. М.В. Ломоносова), Е.Б. Фей-
гин (НИУ ВШЭ, Сколтех), В.И. Черноусов (Университет Альберты, Кана-
да), О.К. Шейнман (Математический институт им. В.А. Стеклова РАН), К.А.
Шрамов (Математический институт им. В.А. Стеклова РАН).

Организационный комитет школы-конференции: В.В. Сергеев (Самарский
университет, председатель), А.А. Буханько (Самарский университет, заме-
ститель председателя), А.Н. Панов (Самарский университет, заместитель
председателя), С.О. Горчинский (Математический институт им. В.А. Стек-
лова РАН, заместитель председателя), И.В. Аржанцев (НИУ ВШЭ), М.В.
Игнатьев (Самарский университет), В.В. Севостьянова (Самарский универ-
ситет), Д.А. Тимашёв (МГУ им. М.В. Ломоносова), С.А. Гайфуллин (МГУ
им. М.В. Ломоносова), А.И. Чистопольская (НИУ ВШЭ), М.А. Сурков (Са-
марский университет), М.С. Венчаков (Самарский университет).

Участниками школы были студенты, аспиранты и молодые учёные из Рос-
сии и других стран. Им были прочитаны следующие лекционные курсы:

• Кристаллы и канонические базисы в теории представлений
(Глеб Алексеевич Кошевой, НИУ ВШЭ, Москва, Россия);
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• Дискретные группы, порождённые комплексными отражениями
(Владимир Леонидович Попов, Математический институт им. В.А. Стек-
лова РАН, Москва, Россия);

• Тэта-группы Винберга
(Дмитрий Андреевич Тимашёв, МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва,
Россия);

• Полиномы Макдональда и представления алгебр токов
(Антон Сергеевич Хорошкин, НИУ ВШЭ, Москва, Россия).

Сборник содержит тезисы докладов участников школы-конференции.

Мероприятие проводится при финансовой поддержке Фонда Саймонса и
Минобрнауки России (грант на создание и развитие МЦМУ МИАН, согла-
шение №075–15–2019–1614).

Оргкомитет
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Максимальные разрешимые алгебры Лейбница, нильрадикалом
которых является квази-филиформная алгебра Лейбница

К.К. Абдурасулов, Ж.К. Адашев
Институт математики им. В.И. Романовского при АН РУз,

Ташкент, Узбекистан
abdurasulov0505@mail.ru, adashevjq@mail.ru

Напомним, что для конечномерных алгебр Лейбница над полем характе-
ристики нуль существует аналог разложения Леви: любая алгебра Лейбница
разлагается в полупрямую сумму полупростой алгебры Ли и ее разрешимого
радикала [1]. Поэтому, как и в случае Ли, основная проблема изучения алгебр
Лейбница сводится к разрешимым.

Целью данной работы является описание разрешимых алгебр Лейбница,
нильрадикалом которых является естественным образом градуированная
квази-филиформная алгебра Лейбница, и с максимальной размерностью до-
полняющего пространства к нильрадикалу. А именно, естественным образом
градуированные квази-филиформные алгебры Лейбница в любой конечной
размерности над C изучена в работе [2]. Отметим, что с точностью до изо-
морфизма существует пять таких алгебр первого типа, две из которых за-
висят от параметра, и восемь алгебр второго типа, одна из которых зависит
от параметра. Естественным образом градуированные квази-филиформные
алгебры Ли были классифицированы в [3]. Здесь существует шесть семейств,
два из которых разложимые, то есть разлагаются в прямую сумму идеалов,
а также существуют некоторые частные случаи, которые появляются только
в малых размерностях.

Определение 1. Алгебра Лейбница L называется квазифилиформной, если
Ln−2 6= {0} и Ln−1 = {0}, где n = dimL.

Теорема 1 [2]. Если L — естественным образом градуированная квазифи-
лиформная алгебра Лейбница, то она изоморфна одной алгебре неизоморф-
ных семейств

L(α, β, γ) :

{
[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,

[en−1, e1] = en + αe2, [e1, en−1] = βen, [en−1, en−1] = γen,

G(α, β, γ) :


[e1, e1] = e2, [ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, e3] = −e4 + βe2, [e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,

[e3, e3] = γe2, [ei, en+2−i] = (−1)iαen, 3 ≤ i ≤ n− 1,

где {e1, e2, . . . , en} является базисом алгебры, и в алгебре G(α, β, γ) если n
нечётное, то α ∈ {0, 1}, а если n чётное, то α = 0.
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Следующая теорема описывает максимальные размерности дополняющих
пространств до L(α, β, γ) и G(α, β, γ).

Предложение 1. ПустьR — разрешимая алгебра Лейбница, нильрадикал
которой является естественным образом градуированной квазифилиформной
нелиевой алгеброй Лейбница. Тогда максимальная размерность дополняюще-
го пространства к нильрадикалу не более двух.

Мы даем описание разрешимых алгебр Лейбница с нильрадикалами
L(α, β, γ) и G(α, β, γ) такими, что размерность дополняющих подпространств
максимальна.

Теорема 2. Не существует разрешимой алгебры Лейбница с нильради-
калом L(α, β, γ), у которой максимальная размерность дополняющего про-
странства к нильрадикалу равна единице.

Теорема 3. Пусть R — разрешимая алгебра Лейбница с нильрадика-
лом L(α, β, γ) и максимальная размерность дополняющего пространства к
нильрадикалу равна двум. Тогда R изоморфна одной из следующих попарно
неизоморфных алгебр:

R1
n+2(0, β, 0) :{

[ei, x] = iei, 1 ≤ i ≤ n− 2, [en, x] = en, [x, e1] = −e1, [x, en] = βen,

[en−1, y] = en−1, [en, y] = en, [y, en−1] = βen−1, [y, en] = βen, β ∈ {−1, 0},
R2
n+2(0, 1, 1) :

[e1, x] = e1 − en−1, [e2, x] = 2e2 − 2en, [ei, x] = iei, 3 ≤ i ≤ n− 2,

[x, e1] = −e1 + en−1, [e1, y] = en−1, [e2, y] = 2en, [en−1, y] = en−1,

[en, y] = 2en, [y, e1] = −en−1, [y, en−1] = −en−1,

R3
n+2(1, 0, 0) :

[e1, x] = e1 − en−1, [e2, x] = e2 − en, [ei, x] = (i− 1)ei, [en, x] = 2en,

[x, e1] = −e1 + en−1, [e1, y] = en−1, [e2, y] = e2 + en, [ei, y] = ei,

[en−1, y] = en−1, 3 ≤ i ≤ n− 2,

где учтено, что каждая разрешимая алгебра имеет свои умножения нильра-
дикала, а остальные произведения равны нулю.

Теорема 4. Пусть R — разрешимая алгебра Лейбница с нильрадикалом
G(α, β, γ) и максимальная размерность дополняющего пространства к ниль-
радикалу равна единице. Тогда R изоморфна одной из следующих попарно
неизоморфных алгебр:
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H1
n+1(0, 0, 1), H2

n+1(1, 2, 0), H3
n+1(1, 0, γ), H4

n+1(1,−2, 1), H5
n+1(1, 4, 2).

Приведём классификацию разрешимых алгебр Лейбница с нильрадика-
лом G(α, β, γ) и двумерным дополняющим векторным подпространством к
нильрадикалу.

Теорема 5. Пусть R — разрешимая алгебра Лейбница с нильрадика-
лом G(α, β, γ) и максимальная размерность дополняющего пространства к
нильрадикалу равна двум. Тогда R изоморфна одной из следующих попарно
неизоморфных алгебр:

H1
n+2(0, 0, 0), H2

n+2(0, 1, 0), H3
n+2(0, 2, 1), H4

n+2(1, 0, 0), H5
n+2(1, 1, 0), H6

n+2(1, 2, 1).

Заключение. Таким образом, из вышеизложенного и полученных резуль-
татов видно, что классификация разрешимых алгебр Лейбница с нильради-
калами L(1,−1, 0), L(1, 0, 0), G(1, 1, 0), G(1, 2, 1), у которых размерность до-
полняющего пространства равна единице, остаётся открытой проблемой. Для
других алгебр проблема была решена.

Список литературы
[1] D.W. Barnes. On Levi’s theorem for Leibniz algebras. Bull. Aust. Math. Soc.
86 (2012), no. 2, 184–185.
[2] L.M. Camacho, J.R. Gómez, A.J. González, B.A. Omirov. Naturally graded
quasi-filiform Leibniz algebras. J. Symbolic Comput. 44 (2009), no. 5, 527–539.
[3] J.R. Gómez, A. Jiménez-Merchán. Naturally graded quasi-filiform Lie algebras.
J. Algebra 256 (2002), no. 1, 221–228.

Локальное дифференцирование естественно градуированных
квазифилиформных алгебр Лейбница

Ж.К. Адашев, Б.Б. Юсупов
Институт математики им. В.И. Романовского при АН РУз,

Ташкент, Узбекистан
adashevjq@mail.ru, baxtiyor_yusupov_93@mail.ru

В последние годы неассоциативные аналоги классических конструкций вы-
зывают интерес в связи с их приложениями во многих областях математики
и физики. Понятия локального и 2-локального дифференцирования также
становятся популярными для некоторых неассоциативных алгебр, таких, как
алгебры Ли и Лейбница.
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Понятия локальных дифференцирований были введены в 1990 г. Р.В. Ка-
дисоном [11] и Д.Р. Ларсоном, А.Р. Сууром [12]. Позже, в 1997 году, П. Щемрл
ввел понятия 2-локальных дифференцирований и 2-локальных автоморфиз-
мов на алгебрах [10].

Основные проблемы, связанные с этими понятиями, состоят в том, чтобы
найти условия, при которых все локальные (2-локальные) дифференцирова-
ния становятся (глобальными) дифференцированиями, и представить приме-
ры алгебр с локальными (2-локальными) дифференцированиями, которые не
являются дифференцированиями.

Исследование локальных дифференцирований на алгебрах Ли было на-
чато в статье [1]. Ш.А. Аюпов и К.К. Кудайбергенов доказали, что любое
локальное дифференцирование на полупростых алгебрах Ли является диф-
ференцированием, и привели примеры нильпотентных конечномерных алгебр
Ли с локальными дифференцированиями, не являющимися дифференциро-
ваниями. В [4] исследуются локальные дифференцирования разрешимых ал-
гебр Ли и показано, что в классе разрешимых алгебр Ли существуют ал-
гебры, допускающие локальные дифференцирования, не являющиеся диф-
ференцированиями, а также алгебры, для которых каждое локальное диф-
ференцирование является дифференцированием. Более того, доказано, что
всякое локальное дифференцирование на конечномерной разрешимой алгеб-
ре Ли с модельным нильрадикалом и максимальной размерностью допол-
нительного пространства является дифференцированием. Ш.А. Аюпов, А.Х.
Худойбердиев и Б.Б. Юсупов доказали аналогичные результаты о локальных
дифференцированиях на разрешимых алгебрах Лейбница в своей недавней
статье [5]. В [6] автор доказал, что любое локальное дифференцирование на
разрешимых алгебрах Лейбница, нильрадикал которых является квазифи-
лиформной алгеброй Лейбница максимальной длины с максимальной раз-
мерностью дополнительного пространства к нильрадикалу, является диффе-
ренцированием. Кроме того, исследуется аналогичная проблема, касающаяся
2-локальных дифференцирований таких алгебр.

В [2] исследуются локальные дифференцирования и автоморфизмы ком-
плексных конечномерных простых алгебр Лейбница, и доказывается, что все
локальные дифференцирования на конечномерных комплексных простых ал-
гебрах Лейбница являются автоматически дифференцированными, и пока-
зано, что филиформные алгебры Лейбница допускают локальные диффе-
ренцирования, не являющиеся дифференцированиями. Результаты статьи [3]
показали, что p -филиформные алгебры Лейбница, как правило, допускают
локальные дифференцирования, не являющиеся дифференцированиями.
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В данной статье мы описываем локальные дифференцирования квазифи-
лиформной алгебры Лейбница и показываем существование локального диф-
ференцирования, которое не является дифференцированием.

Определение 1. Векторное пространство с билинейной скобкой (L, [·, ·])
называется алгеброй Лейбница, если для любых x, y, z ∈ L выполняется тож-
дество Лейбница [

x, [y, z]
]

=
[
[x, y], z

]
−
[
[x, z], y

]
.

Для данной алгебры Лейбница (L, [·, ·]) последовательность двусторонние
идеалы рекурсивно определяются следующим образом:

L1 = L, Lk+1 = [Lk, L], k ≥ 1.

Эта последовательность называется нижним центральным рядом L.

Определение 2. Алгебра Лейбница L называется нильпотентной, если
существует n ∈ N такое, что Ln = {0}.

Легко видеть, что сумма двух нильпотентных идеалов нильпотентна. Сле-
довательно, максимальный нильпотентный идеал существует всегда. Макси-
мальный нильпотентный идеал алгебры Лейбница называется нильрадика-
лом алгебры.

Определение 3. Линейное отображение d : L → L алгебры Лейбница
(L, [·, ·]) называется дифференцированием, если для всех x, y ∈ L выполня-
ется условие:

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)] . (1)

Множество всех дифференцирований L обозначаетсяDer(L), оно является
алгеброй Ли относительно коммутатора.

Для данного элемента x алгебры Лейбница L оператор правого умножения
Rx : L → L, определенный как Rx(y) = [y, x], y ∈ L, является дифференци-
рованием. Фактически, алгебры Лейбница характеризуются этим свойством
относительно операторов правого умножения. Такие дифференцирования на-
зываются внутренними.

Определение 4. Линейный оператор ∆ называется локальным диффе-
ренцированием, если для любого x ∈ L, существует дифференцирование
Dx : L→ L (в зависимости от x) такой, что ∆(x) = Dx(x).

Ниже мы определим понятие квазифилиформной алгебры Лейбница.

Определение 5. Алгебра Лейбница L называется квазифилиформной,
если Ln−2 6= {0} и Ln−1 = {0}, где n = dimL.
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Для n-мерной нильпотентной алгебры Лейбница L такой, что Ls−1 6= {0}
и Ls = {0}, положим Li = Li/Li+1, 1 ≤ i ≤ s − 1 и gr(L) = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕
Ls−1. Благодаря [Li, Lj] ⊆ Li+j мы получаем градуированную алгебру gr(L).
Если gr(L) и L изоморфны, gr(L) ∼= L, мы говорим, что L естественно
градуирован.

Пусть x — нильпотентный элемент множества L \ L2. Для нильпотент-
ного оператора правого умножения Rx определим убывающую последова-
тельность C(x) = (n1, n2, . . . , nk), где n = n1 + n2 + · · · + nk, который со-
стоит из размерностей жордановых блоков оператора Rx. На множестве та-
ких последовательностей рассмотрим лексикографический порядок, то есть
C(x) = (n1, n2, . . . , nk) ≤ C(y) = (m1,m2, . . . ,mt)⇔ существует i ∈ N такое,
что nj = mj для любого j < i и ni < mi.

Определение 6. Последовательность C(L) = max
x∈L\L2

C(x) называется ха-

рактеристической последовательностью алгебры L.

Пусть L— n-мерная естественно градуированная квазифилиформная нели-
евая алгебра Лейбница, имеющая характеристическую последовательность
(n − 2, 1, 1) или (n − 2, 2). Первый случай (случай 2-филиформ) изучался в
[9], а второй — в [8]. В [3] уже доказано, что p-филиформные алгебры Лейб-
ница, как правило, допускают локальные дифференцирования, которые не
являются дифференцированиями.

Определение 7. Квазифилиформная нелиевая алгебра Лейбница L на-
зывается алгеброй типа I (соотв., типа II), если существует элемент x ∈ L\L2

такой, что оператор Rx имеет вид
(
Jn−2 0
0 J2

)
(соотв.,

(
J2 0
0 Jn−2

)
).

В следующей теореме, полученной в [8], приведена классификация есте-
ственно градуированных квазифилиформных алгебр Лейбница.

Теорема 1. Произвольная n-мерная естественно градуированная квази-
филиформная алгебра Лейбница типа I изоморфна одной из следующих по-
парно неизоморфных алгебр семейств:
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L
1,β
n :


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3
[en−1, e1] = en,
[e1, en−1] = βen, β ∈ C

L
2,β
n :


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3
[en−1, e1] = en,
[e1, en−1] = βen, β ∈ {0, 1}
[en−1, en−1] = en

L
3,β
n :


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3
[en−1, e1] = en + e2,
[e1, en−1] = βen, β ∈ {−1, 0, 1}

L
4,γ
n :


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3
[en−1, e1] = en + e2,
[en−1, en−1] = γen, γ 6= 0

L
5,β,γ
n :


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3
[en−1, e1] = en + e2,
[e1, en−1] = βen, (β, γ) = (1, 1) or (2, 4)
[en−1, en−1] = γen,

где {e1, e2, . . . , en} – базис алгебры.

Теорема 2. Произвольная n-мерная естественно градуированная квази-
филиформная алгебра Лейбница типа II изоморфна одной из следующих по-
парно неизоморфных семейств алгебр: n чётное

L1
n :


[e1, e1] = e2,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, ei] = −ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

L2
n :


[e1, e1] = e2,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, e3] = e2 − e4,
[e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,

L3
n :


[e1, e1] = e2,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, ei] = −ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e3, e3] = e2,

L4
n :


[e1, e1] = e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, e3] = 2e2 − e4,
[e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,
[e3, e3] = e2,

n нечётное, L1
n,L

2
n,L

3
n,L

4
n,

L5
n :


[e1, e1] = e2,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, ei] = −ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[ei, en+2−i] = (−1)ien, 3 ≤ i ≤ n− 1,

L
6,β
n :



[e1, e1] = e2,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, e3] = βe2 − e4, β ∈ {1, 2},
[e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,
[ei, en+2−i] = (−1)ien, 3 ≤ i ≤ n− 1,

L
7,γ
n :


[e1, e1] = e2,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, ei] = −ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e3, e3] = γe2, γ 6= 0,
[ei, en+2−i] = (−1)ien, 3 ≤ i ≤ n− 1,

L
8,β,γ
n :



[e1, e1] = e2,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, e3] = βe2 − e4,
[e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,
[e3, e3] = γe2, (β, γ) = (−2, 1), (2, 1) или (4, 2),
[ei, en+2−i] = (−1)ien, 3 ≤ i ≤ n− 1,

где {e1, e2, . . . , en} является базисом алгебры.

Изучение естественно градуированной квазифилиформной алгебры Лейб-
ница соответствующего типа из теорем 1 и 2 можно упростить следующим
образом (см. [7]).
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Предложение 1. Пусть L — естественно градуированная квазифили-
формная алгебра Лейбница, тогда она изоморфна одной из алгебр следующих
неизоморфных семейств

L(α, β, γ) :

{
[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,

[en−1, e1] = en + αe2, [e1, en−1] = βen, [en−1, en−1] = γen,

G(α, β, γ) :


[e1, e1] = e2, [ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, e3] = −e4 + βe2, [e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,

[e3, e3] = γe2, [ei, en+2−i] = (−1)iαen, 3 ≤ i ≤ n− 1,

где {e1, e2, . . . , en} – базис алгебры; более того, в алгебре G(α, β, γ) если n
нечетно, то α ∈ {0, 1}, если n четно, то α = 0.

Теперь мы изучаем локальные дифференцирования на алгебрах L(α, β, γ)
и G(α, β, γ).

Теорема 3. Алгебры L(α, β, γ) и G(α, β, γ) допускают локальные диффе-
ренцирования, которые не являются дифференцированиями.
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3j-символы для представлений алгебры gln
Д.В. Артамонов

Московский государственный университет
имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия

artamonov.dmitri@gmail.com

Пусть даны неприводимые конечномерные представления V , W , U алгеб-
ры Ли gln. Предположим, что в них выбраны базисы Гельфанда-Цетлина
{vα}, {wβ}, {uγ}. Тогда 3j-символом называется набор чисел(

V W U

vα wβ uγ

)s
(1)

таких, что величина ∑
α,β,γ

(
V W U
vα wβ uγ

)s
vα ⊗ wβ ⊗ uγ

является gln-инвариантной. При этом 3j-символы с одинаковыми внутренни-
ми индексами образуют линейное пространство. Индекс s индексирует базис-
ные 3j-символы с одинаковыми внутренними индексами.

Легко понять, что задача вычисления 3j-символов в сущности эквивалент-
на задаче нахождения коэффициентов Клебша–Гордана, осуществляющих
явное разложение тензорного произведения двух неприводимых представле-
ний.

Последняя задача активно обсуждалась в работах, прежде всего связан-
ных с приложениями в квантовой механики. До настоящего момента сложил-
ся такой взгляд на проблему явного нахождения коэффициентов Клебша–
Гордана: эта задача легко решается для n = 2. Она решается явно, но очень

13



сложно для n = 3, а при n > 3 можно лишь писать рекуррентные соотноше-
ния, позволяющие вычислять эти коэффициенты алгоритмически. При этом
считалось, что простых и явных формул не существует уже при n > 3.

Тем не менее, оставалась надежда получить такие формулы за счёт ис-
пользования специальных функций, за счёт интерпретации разных частей
возникающих формул геометрически (это, в частности, спрашивается в од-
ной из задач Арнольда).

В докладе я расскажу о том, как явные и простые (и даже очень простые
для случая n = 3) формулы для произвольного 3j-символа получить всё-таки
удается!

Ключевым фактом будет использование теории обобщённых A-гипергео-
метрических функций и систем дифференциальных уравнений, которым они
удовлетворяют.

Для решения данной задачи будет использована реализация представле-
ния в пространстве функций на соответствующей группе Ли, а также постро-
ена новая реализация, называемая А-ГКЗ. В процессе решения этой большой
задачи будут даны ответы на такие важные вопросы:

1. Какие функции отвечают векторам Гельфанда–Цетлина в этих реали-
зация?

2. Какие функции задают инвариантные векторы в тройном тензорном
произведении?

Явная формула для обратного автоморфизма алгебры Вейля
А.Д. Бережной

Московский государственный университет
имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия

berezhnoyad@yandex.ru
Если задан автоморфизм ϕ некоторой алгебры A, то как, зная ϕ, полу-

чить ϕ−1?
Например, если алгебра является кольцом формальных степенных рядов

K [[x1, . . . , xn]], а ϕ является автоморфизмом этой алгебры, то явное описание
ϕ−1 даёт формула Абьянкара [1]. Пусть hi (x1, . . . , xn) := ϕ (xi) = xi + . . .1,
то есть hi (0) = 0 и ∂xjhi (0) = δij — символ Кронекера, тогда для любого
F ∈ K [[x1, . . . , xn]] имеем:

ϕ−1 (F ) (x1, . . . , xn) =
∑
k∈Nn

0

(
n∏
i=1

∂kixi
ki!

)(
F (x1, . . . , xn)

(
n∏
i=1

(xi − hi (x1, . . . , xn))
ki

))
,

1Данное условие требуется для сходимости рядов.
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где под N0 понимаются целые неотрицательные числа. В частности, эта фор-
мула будет верна и для автоморфизма кольца многочленов от n переменных,
удовлетворяющих условиям.

Если же имеется автоморфизм ϕ кольца многочленов K [x1, . . . , xn], то
можно использовать немного другую формулу, которая не накладывает ни-
каких условий на сам автоморфизм, а именно если hi (x1, . . . , xn) := ϕ (xi),
то тогда для любого многочлена F (x1, . . . , xn) имеем:

ϕ−1 (F ) (x1, . . . , xn) =
∑
k∈Nn

0

(
n∏
i=1

∆ki
i

ki!

)
F (x1, . . . , xn)

(
n∏
i=1

(xi − hi (x1, . . . , xn))
ki

)
,

где ∆i (h) = {h1, . . . , hi−1, h, hi+1, . . . , hn} / {h1, . . . , hn}, под {h1, . . . , hn} по-
нимается якобиан многочленов h1, . . . , hn, то есть {h1, . . . , hn} = det

(
∂xjhi

)
.

Можно сказать, что данная формула обобщает формулу Крамера для обра-
щения линейного автоморфизма. Заметим, что дифференцирования ∆i ком-
мутируют между собой в соответствующей алгебре Ли, поэтому произведение
дифференцирований от порядка сомножителей не зависит.

Рассмотрим теперь алгебру ВейляWn, то есть ассоциативную алгебру над
полем K, порождённую ∂1, . . . , ∂n, x1, . . . , xn со следующими соотношениями:

[∂i, ∂j] = 0 [∂i, xj] = δij [xi, xj] = 0.

Автоморфизм же алгебры Вейля, соответственно, должен сохранять все эти
коммутационные соотношения.

Теорема 1. Пусть ϕ — автоморфизм алгебры Вейля Wn, pi := ϕ (∂i),
qj := ϕ (xj). Тогда для любого элемента F ∈ Wn имеем:

ϕ−1 (F ) =
∑
k∈N2n

0

(
n∏
i=1

∂kii
ki!

)∑
l∈N2n

0

(
n∏
i=1

(−pi)li

li!

)
∆k+l

1,...,2n (F )

(
n∏
i=1

(−qi)li+n

li+n!

)×
×

(
n∏
i=1

x
ki+n

i

ki+n!

)
,

где

∆k
1,...,2n = ∆k1,...,k2n

1,...,2n =
2n∏
i=1

∆ki
i ,

∆i (F ) =

{
[F, qi] , i 6 n,

[pi−n, F ] , i > n.
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Заметим, что элементы во всех произведениях между собой коммутируют,
следовательно, все произведения в формуле корректно определены, анало-
гично все дифференцирования ∆i между собой коммутируют. При этом сама
формула при сужении её на кольцо многочленов совпадает с предыдущей
формулой.
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Некоммутативные алгебраические моноиды
на нормальных аффинных поверхностях

Б.И. Билич
НИУ ВШЭ, Москва, Россия
bilichboris1999@gmail.com

Доклад основан на работе автора [1].
Мы классифицируем все двумерные нормальные некоммутативные аф-

финные алгебраические моноиды. Оказывается, что все такие моноиды явля-
ются торическими многообразиями. Мы построим биекцию между классами
изоморфизма моноидов и множеством выпуклых конусов, удовлетворяющих
некоторым свойствам. Более того, мы напишем явную формулу для соот-
ветствующих некокоммутативных коумножений на торических поверхностях.
Для коммутативных моноидов всё это было сделано ранее в работе [2].
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Носители характеров глубины 2 унитреугольной группы
над конечным полем

М.С. Венчаков
Самарский университет, Самара, Россия

mihail.venchakov@gmail.com

Пусть U = Un — унитреугольная группа, то есть группа верхнетреуголь-
ных матриц размера n×n с единицами на диагонали над конечным полем Fq,
u = un — её алгебра Ли, состоящая из верхнетреугольных матриц с нулями
на диагонали, а u∗ = u∗n — двойственное к ней пространство (оно естественно
отождествляется с помощью формы следа с пространством нижнетреуголь-
ных матриц с нулями на диагонали). Группа U действует на алгебре Ли u

присоединённым образом; двойственное действие в пространстве u∗ называ-
ется коприсоединённым.

Согласно методу орбит А.А. Кириллова, орбиты коприсоединённого дей-
ствия находятся во взаимно однозначном соответствии с неприводимыми ком-
плексными конечномерными представлениями группы U (мы предполагаем,
что p = charFq > n). А именно, неприводимый характер χ = χΩ, соответ-
ствующий орбите Ω ⊂ u∗, вычисляется по формуле

χ(g) =
1√
|Ω|

∑
µ∈Ω

θ(µ(ln(g))), g ∈ U.

Здесь ln : U → u — изоморфизм аффинных многообразий, действующий по
стандартной формуле для логарифма, а θ : Fp → C× — произвольный фикси-
рованный нетривиальных гомоморфизм.

Классификация орбит для произвольного n является дикой задачей. С
другой стороны, описание орбит максимальной размерности было получе-
но ещё в самой первой работе Кириллова по методу орбит [1]. А именно,
каждая такая орбиты является орбитой единственной линейной формы вида
f =

∑
α∈D0

ξ(α)eα. Здесь D0 = {(n−j+1, j), 1 6 j 6 n0 = [n/2]}, ξ : D → F×q
— произвольное отображение, а eα = ei,j для α = (i, j) (в случае чётного n
допускается также ситуация ξ(n0 + 1, n0) = 0). Явное описание соответству-
ющих характеров (мы будем называть их характеры глубины 0) вытекает из
результатов работы К. Андре [2]. Более точно, для каждого такого характера
χ он описал явными уравнениями его носитель

Supp(χ) = {g ∈ U | χ(g) 6= 0}

и вычислил значение характера χ на произвольном классе сопряжённости из
носителя.
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Орбиты предмаксимальной размерности были описаны в работе М.В. Иг-
натьева и А.Н. Панова [4]. Соответствующие им характеры были вычислены
в работе М.В. Игнатьева [3]. В частности, к ним относятся характеры глуби-
ны 1, соответствующие орбитам линейных форм вида f =

∑
α∈D1

ξ(α)eα, где
D1 = D0 ∪ {(n − 1, 1), (n, 2)} \ {(n, 1), (n − 1, 2)}. Основной метод, исполь-
зованный при доказательстве, — метод полупрямого разложения Макки [7]
(см. также [6]). Этот метод сводит изучение неприводимых характеров груп-
пы вида A o B, где A абелева, к неприводимым характерам группы A и их
централизаторов в группе B. Выбирая A = {g ∈ U | gi,j = 0 при i > j > 1},
B = {g ∈ U | gi,1 = 0 при i > 1} ∼= Un−1, можем свести вычисление со-
ответствующих характеров к характерам глубины 0, описание которых уже
известно.

Следующим естественным шагом является рассмотрение характеров глу-
бины 2, соответствующих орбитам линейных форм вида f =

∑
α∈D2

ξ(α)eα,
гдеD2 = (D0∪{(n−1, 1), (n−2, 2), (n, 3)})\{(n, 1), (n−1, 2), (n−2, 3)}. Метод
полупрямого разложения Макки позволяет свести вычисление таких харак-
теров к характерам глубины 1, описание которых уже известно. Основной
результат, который я представлю в докладе, заключается в явном описании
носителей характеров глубины 2 с помощью уравнений. Доклад основан на
совместной работе с М.В. Игнатьевым [5].
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Структурные теоремы с использованием функций МакКея
Г.В. Воскресенская

Самарский университет, Самара, Россия
galvosk@mail.ru

Мы используем классические обозначения теории модулярных форм, их
можно найти в монографии [2]. Известна классическая структурная теорема
теории модулярных форм:

Sk(Γ) = η24(z) ·Mk−12(Γ), k > 12.

В 1985 году в работе [1] был получен полный список эта-произведений с
мультипликативными коэффициентами целого веса. Имеется ровно 28 та-
ких функций, их называют функциями МакКея, и знаменитая ∆-функция
∆(z) = η24(z) является одной из них. В работе [3] было показано, что класси-
ческое точное рассечение для Sk(Γ) замечательно обобщается на все функции
МакКея. Любая из этих функций определяет точное рассечение простран-
ства Sk(Γ0(N), χ) для своего минимального уровня N . Обратно, при уровне
N 6= 3, 17, 19 точное рассечение таких пространств возможно только функ-
циями МакКея для соответствующих уровней. При N = 3 возможны две
рассекающие функции в точном рассечении, одна из них — функция Мак-
Кея. При N = 17, 19 рассекающие функции в точном рассечении не являются
даже эта-частными. Точное рассечение существует только для 29 значений
уровней (для уровня 4 существует две функции МакКея). Но функция Мак-
Кея является также параболической формой для кратных уровней. В этом
случае точное рассечение уже не имеет места, возникают дополнительные
пространства, которые можно описать [4].

Теорема. Пусть
1) NM таково, что сравнения x2 + 1 ≡ 0 (mod NM) и x2 + x + 1 ≡ 0
(mod NM) не имеют решений;
2) k, l — чётные числа, k > l + 8;
3) f(z) — функция МакКея веса l, минимального уровня N ;
4){g1(z), . . . , gs(z)} — базис ортогонального дополнения к пространству
〈f(z)M2(Γ0(NM))〉 в пространстве Sl+2(Γ0(NM)).
Тогда

Sk(Γ0(NM)) = f(z) ·Mk−l(Γ0(NM))⊕W,
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и базис пространства W состоит из функций g1(z)h(z), . . . , gs(z)h(z), где

h(z) =


E

k−l−2
4

4 (z), k ≡ l + 2 (mod 4),

E
k−l−8

4
4 (z) · E6(z), k ≡ l (mod 4).

Аналогичная теорема доказана для нечётного веса.
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О полных системах функций в биинволюции на алгебрах Ли
А.А. Гаража

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
Московский центр фундаментальной и прикладной математики,
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garazha.alex.andr@gmail.com

Доклад частично основан на работе [2].
На всякой редуктивной комплексной алгебре Ли g определена канониче-

ская пуассонова структура {ϕ, ψ}(x) = (x, [dxϕ, dxψ]), где ϕ и ψ — гладкие
функции на g, а dxϕ и dxψ рассматриваются как элементы алгебры g, отож-
дествлённой с g∗ при помощи инвариантного скалярного умножения. Кроме
того, для каждого a ∈ g определена пуассонова структура «с замороженным
аргументом»: {ϕ, ψ}a(x) = (a, [dxϕ, dxψ]).

В [1] описан подход, позволяющий работать с пуассоновыми структурами
на языке линейной алгебры. Скобки Пуассона { , }a и { , } рассматриваются
как кососимметрические билинейные формы fa и fx над полем K = C(g) на
пространстве g⊗K рациональных векторных полей на g, где элемент a фик-
сирован, а x — общий элемент. А именно, если ϕ и ψ являются многочленами,
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то dϕ и dψ можно рассматривать как элементы пространства g⊗K, и тогда
{ϕ, ψ}(x) = fx(dϕ, dψ) и {ϕ, ψ}a(x) = fa(dϕ, dψ).

Описанный подход можно использовать для решения одной из важных
задач гамильтоновой механики — поиска полных семейств функций в биин-
волюции, то есть максимальных наборов функций, коммутирующих относи-
тельно обеих скобок Пуассона. Многочлены ϕ1, . . . , ϕs задают полное семей-
ство функций в биинволюции относительно { , }a и { , } тогда и только
тогда, когда их дифференциалы dϕ1, . . . , dϕs составляют базис билагранже-
ва подпространства (то есть максимального подпространства, изотропного
относительно обеих билинейных форм).

Таким образом, чтобы получить полное семейство функций в биинволю-
ции, достаточно найти базис билагранжева подпространства и «проинтегри-
ровать по x». В случае регулярного элемента a ∈ g мы придём к методу
сдвига аргумента Мищенко–Фоменко [3]. Вопрос о построении полной систем
функций в биинволюции в случае сингулярного элемента a ∈ g остаётся от-
крытым.

В докладе для алгебр Ли sln и sp2n будут построены полные системы функ-
ций в биинволюции для произвольного элемента a. Для алгебр Ли so2n+1 бу-
дут представлены частичные результаты — в случае полупростого элемента
a будет построена полная система функций в биинволюции, а для некото-
рых «хороших» нильпотентных элементов a будет построена часть полной
системы функций в биинволюции.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант №20–01–00515) и Минобр-
науки РФ в рамках реализации программы Московского центра фундамен-
тальной и прикладной математики по соглашению №075–15–2019–1621.
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Ограниченная редукция ортогональных матриц над кольцом
многочленов

П.Б. Гвоздевский
Санкт-Петербургский государственный университет,

Санкт-Петербург, Россия
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Доклад основан на работе автора [1].
В работе [2] Вассерштейн показал, что любую матрица из специальной ли-

нейной группы над кольцом многочленов g ∈ SLr(C[x1, . . . , xn]), где кольцо
коэффициентов C имеет конечную размерность Крулля и r > max(3, dimC+
2), можно привести к виду

(
g′ 0
0 1

)
, g′ ∈ SLr−1(C[x1, . . . , xn]) с помощью огра-

ниченного числа (а именно n(21n − 79)/2 + 33nr + 4r − 4) элементарных
преобразований. Также он вывел отсюда аналогичный результат для сим-
плектической группы.

В докладе будет рассказано о полученном автором аналогичном результа-
те для расщепимой ортогональной группы — последнем оставшимся случае
среди расщепимых классических групп. Основным результатом является сле-
дующая теорема.

Теорема. Пусть C — коммутативное кольцо конечной размерности Крул-
ля. Пусть A = C[x1, . . . , xn]. Тогда для любого r > max(3, D + 2), любая
матрица из расщепимой ортогональной группы O(2r, A) соотв. O(2r + 1, A)
может быть приведена к матрице из подгруппы1

O(2r − 2, A)
1

 соотв.

1
O(2r − 1, A)

1


умножением слева на

N = n(11r − 7) +
(
nD + r(r−1)

2

)(
r(r−1)

2 + dr−1
2 e+ 8r − 2

)
+ 10r − 10

соотв.

N = n(12r − 8) +
(
nD + r(r−1)

2

)(
r(r−1)

2 + dr−1
2 e+ 9r − 2

)
+ 11r − 9

элементарных ортогональных преобразований.

Этот результат является эффективной версией ранней сюръективной ста-
билизацией ортогонального K1-функтора, доказанной Суслиным и Копейко
в работе [3].
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Также будет рассказано о связи подобных теорем с доказательством свой-
ства (T) Каждана для расщепимых групп над конечно порожденными коль-
цами.
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Структуры коммутативных алгебраических моноидов
на нормальных аффинных поверхностях

Ю.И. Зайцева
НИУ ВШЭ, Москва, Россия

yuliazaitseva@gmail.com

Доклад основан на совместной работе автора с Сергеем Джунусовым [3].
(Аффинным) алгебраическим моноидом называется неприводимое (аф-

финное) алгебраическое многообразие X с ассоциативным умножением
µ : X × X → X, которое является морфизмом алгебраических многообра-
зий и обладает нейтральным элементом. Группа обратимых элементов G(X)
алгебраического моноидаX является алгебраической группой, открытой вX.
Согласно [4], каждый алгебраический моноид X, чья группа обратимых эле-
ментов G(X) является аффинной алгебраической группой, является аффин-
ным моноидом.

Пусть основное поле K алгебраически замкнуто и характеристики нуль.
В коммутативном случае группа G(X) распадается в прямое произведение
Gr
m × Gs

a, где через Gm = (K×,×) и Ga = (K,+) обозначены соответствен-
но мультипликативная и аддитивная группы основного поля K. Число r мы
называем рангом коммутативного моноида X.

В работе [1] были изучены структуры коммутативных моноидов на аф-
финных пространствах An, в частности, дана классификация таких струк-
тур в произвольной размерности n для рангов 0, n−1 и n и получена полная
классификация коммутативных моноидов на An в размерности не выше 3. В
работе с Сергеем Джунусовым некоторые из этих результатов обобщены на
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произвольные нормальные аффинные многообразия. Оказывается, что каж-
дое аффинное алгебраическое многообразие, допускающее структуру монои-
да ранга 0, n−1 или n, является торическим, и структуры ранга n−1 описы-
ваются корнями Демазюра многообразия X. В частности, получена полная
классификация структур коммутативных моноидов на нормальных аффин-
ных поверхностях. Отмечу, что в недавнем препринте [2] получена класси-
фикация структур некоммутативных моноидов на нормальных аффинных
поверхностях.

Я расскажу про полученные в [3] классификации, описывающие струк-
туры коммутативных моноидов на нормальных аффинных поверхностях на
двух языках. Если задавать умножение µ : X ×X → X с помощью коумно-
жения µ∗ : K[X] → K[X] ⊗ K[X], то кроме естественного сложения на аф-
финных пространствах и коумножения µ∗ : χu 7→ χu ⊗ χu, происходящего из
торической структуры, имеется серия коумножений

µ∗ : χu 7→ χu ⊗ χu(1⊗ χe + χe ⊗ 1)〈p,u〉,

где через e обозначен один из корней Демазюра, соответствующих прими-
тивному вектору p на луче конуса торического многообразия. Кроме того,
структуру моноида на X можно задать с помощью структуры моноида на
тотальном координатном пространстве X̄ с помощью конструкции Кокса.
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Автоморфизмы инд-многообразий обобщённых флагов
М.В. Игнатьев1

Самарский университет, Самара, Россия
mihail.ignatev@gmail.com

Пусть V — счётномерное векторное пространство над полем комплексных
чисел. Обобщённым флагом называется цепь вложенных подпространств F

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 20–01–00091а.
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в V такая, что каждое подпространство из F имеет в F непосредственного
предшественника или непосредственного потомка (в смысле частичного упо-
рядочения по включению). Мы будем обозначать через (F ′α, F

′′
α) пару (под-

пространство; его непосредственный потомок) = (непосредственный пред-
шественник подпространство; само подпространство). Таким образом, набор
подпространств из F можно записать в виде {(F ′α, F ′′α)}α∈A для некоторого
множества индексов A, упорядоченного включениями пар. Мы требуем так-
же, чтобы для любого ненулевого вектора v ∈ V существовал единственный
индекс α ∈ A, для которого v ∈ F ′′α \ F ′α.

Базис E пространства V называется совместимым с обобщённым
флагом F, если существует сюръекция σ : E → A, удовлетворяющая
условию F ′α = 〈e ∈ E | σ(e) < α〉C, F ′′α = 〈e ∈ E | σ(e) 6 α〉C для
любого α ∈ A. Несложно проверить, что любой обобщённый флаг облада-
ет совместимым с ним базисом [1], см. также [3]. Обобщённый флаг H на-
зывается слабо совместимым с базисом E, если он совместим с каким-то
базисом пространства V , отличающимся от E в конечном числе векторов.
Возьмём такой обобщённый флаг H и предположим дополнительно, что су-
ществуют изоморфизм линейно упорядоченных множеств ϕ : F → H и ко-
нечномерное подпространство U ⊂ V такие, что F + U = ϕ(F ) + U и
dim(F ∩ U) = dim(ϕ(F ) ∩ U) для любого F ∈ F. В этом случае говорят,
что обобщённый флаг H E-соизмерим с F.

Обозначим через F`(F, E, V ) множество всех обобщённых флагов в V ,
E-соизмеримых с F. Оно является (вообще говоря, бесконечномерным)
инд-многообразием [1], см. также [3]. Понятно, что в в случае конечномер-
ного пространства V такая конструкция приводит к обычному многообра-
зию флагов, являющемуся однородным пространством алгебраической груп-
пы SL(V ). Оказывается, что и в счётномерном случае наше инд-многообразие
обобщённых флагов можно трактовать как однородное пространство фини-
тарной инд-группы SL(V ).

Нас интересует группа автоморфизмов инд-многообразия F`(F, E, V ).
В конечномерном случае компонента единицы этой группы совпадает с проек-
тивной группой PSL(V ) (за исключением некоторых специальных случаев),
см., к примеру, [5]. Оказывается, что в счётномерном случае она оказывается
значительно «больше». А именно, это будет группа Макки некоторой пары
пространств с естественным спариванием.

Напомним, что группой Макки пары векторных пространств T, R с за-
данным невырожденным билинейным спариванием T × R → C : (x, y) 7→
〈x, y〉 называется группа G(T,R) = {ϕ ∈ GL(T ) | ϕ∗(R) = R} [4]. Здесь
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GL(T ) — группа всех обратимых линейных операторов на T , ϕ∗ : T ∗ → T ∗ —
двойственный оператор к оператору ϕ и R отождествляется с подпростран-
ством в T ∗ с помощью спаривания. Условимся также для произвольного счёт-
номерного пространства B с выбранным базисом обозначать через B∗ линей-
ную оболочку двойственных линейных функций в B∗.

Для каждого подпространства F ∈ F выберем дополнительное подпро-
странство UF в V , натянутое на UF ∩ E, так, чтобы UF1

⊃ UF2
при F1 ⊂ F2.

Обозначим теперь V F
E =

⋂
F∈F((F∗)

∗ ⊕ UF ), V F
∗E =

⋂
F∈F(F∗ ⊕ (UF )∗). Ясно,

что между этими пространствами есть естественное невырожденное спари-
вание. Обозначим через G соответствующую группу Макки. Она действует
на инд-многообразии F`(F, E, V ) по правилу

ϕ ·H = ((ϕ∗)−1(H⊥))⊥ ∩ V, ϕ ∈ G, H ∈ F`(F, E, V ).

Здесь H = {H⊥, H ∈ H}, где H⊥ = {λ ∈ V F
∗E | λ(H) = {0}}. Обозна-

чим через StF стабилизатор обобщённого флага F в группе G. Пусть также
GL(E, V ) — группа обратимых линейных операторов на V , которые оставля-
ют на месте все базисные векторы из E, кроме, быть может, конечного числа.
Наконец, назовём обобщённый флаг F симметричным, если при очевидном
изоморфизме V ∼= V∗ он переходит в F⊥. Основной результат таков.

Теорема. Если F не симметричен, то группа автоморфизмов инд-мно-
гообразия F`(F, E, V ) изоморфна проективной группе P(GL(E, V )·StF). Если
же F симметричен, то она изоморфна группе P(GL(E, V ) · StF) o Z2.

Аналогичный результат имеется для инд-многообразий изотропных обоб-
щённых флагов в пространстве с невырожденной формой. Доклад основан
на совместной работе с И. Пенковым [2].

Список литературы
[1] I. Dimitrov, I. Penkov. Ind-varieties of generalized flags as homogeneous spaces
for classical ind-groups. IMRN, no. 55 (2004), 2935–2953.
[2] M. Ignatev, I. Penkov. Automorphism groups of ind-varieties of generalized
flags Transformation Groups, submitted, arXiv: math.AG/2106.00989 (2021).
[3] M.V. Ignatyev, I. Penkov. Ind-varieties of generalized flags: a survey
of results. Journal of Mathematical Sciences 248 (2020), 255–302, arXiv:
math.AG/1701.08478.
[4] G.W. Mackey. On infinite-dimensional linear spaces. Trans. Amer. Math. Soc.
57 (1945), no. 2, 155–207.
[5] A. Onishchik. Transitive compact transformation groups. Math. Sb. (N.S.) 60
(1963), 447–485 English Transl.: AMS Transl. (2) 55 (1966), 5–58.

26



Неальтернирующие гамильтоновы формы характеристики 2
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Доклад посвящен неальтернирующим гамильтоновым формам с функцио-
нальными коэффициентами ω ∈ SΩ над алгебраически замкнутым полем K
характеристики 2. Здесь SΩ — комплекс симметрических дифференциаль-
ных форм (инвариантное определение дано в работе [1]). В [2] приводится
условие, при котором форма сводится к виду ω = ω(0). Более наглядный
случай трёх переменных рассмотрен в работе [3].

Пусть {x1, . . . , xn} — базис E, согласованный с флагом F, m1, . . ., mn

— соответствующий набор высот, zi = x
(2mi)
i . В докладе рассматриваются

неальтернирующие гамильтоновы формы

ω = ω(0) + dϕ+
∑
i<j

bijdzidzj,

где ϕ ∈ m(2)SΩ1, m — максимальный идеал O(F) (определение см. в [4]),
bij ∈ K.

Теорема. Неальтернирующую гамильтонову форму ω можно привести к
одному из следующих видов в зависимости от высот переменных:
ω(0) с матрицей diag(M0, . . . ,M0,M1, . . . ,M1, 1s),

где M0 =

(
0 1
1 0

)
и M1 =

(
0 1
1 1

)
,

ω = dx1dx2+dx3dx4+. . .+dxn−2dxn−1+dx
(2)
n +

∑
bjndzjdzn, если n = 2k+1,

ω = dx1dx2+dx3dx4+. . .+dxn−1dxn+dx
(2)
n +

∑
bj,n−1dzjdzn−1, если n = 2k.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и выс-
шего образования Российской Федерации (проект 0729–2020–0055).
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Классификация неальтернирующих гамильтоновых алгебр Ли
характеристики 2

А.В. Кондратьева, М.И. Кузнецов
Нижегородский государственный университет

им. Н.И. Лобачевского, Нижний Новгород, Россия
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Доклад посвящён разработанной авторами общей теории неальтерниру-
ющих гамильтоновых алгебр Ли над полем характеристики 2. Эти алгеб-
ры Ли в некотором смысле аналогичны гамильтоновым супералгебрам Ли
H(n,m) нулевой характеристики. Над полем характеристики 2 мы рассмат-
риваем в качестве исходной коммутативной алгебры (алгебры «функций»)
алгебру разделённых степеней O(F), соответствующую флагу пространства
«переменных» E = 〈x1, . . . , xn〉, алгебру Ли специальных дифференциро-
ваний W (F) (алгебра векторных полей), комплекс симметрических диффе-
ренциальных форм SΩ(F) и невырожденную замкнутую дифференциальную
симметрическую форму

ω =
∑
i

ωiidx
(2)
i +

∑
i<j

ωijdxidxj,

ωij ∈ O(F).
Комплекс SΩ(F) имеет естественную структуры алгебры разделённых сте-

пеней над алгеброй O(F). Алгебра Ли P̃ (F, ω) гамильтоновых векторных
полей в W (F), сохраняющих форму ω, а также любая её подалгебра Ли,
содержащая второй коммутант, называется неальтернирующей гамильтоно-
вой алгеброй Ли. Применяя стандартный гамильтонов формализм, получаем
изоморфизм неальтернирующих гамильтоновых алгебр Ли и алгебры Ли га-
мильтонианов, определённых с точностью до константы, относительно скобки
Пуассона

{f, g} =
∑
i

ωii∂if∂ig +
∑
i<j

ωij(∂if∂jg + ∂ig∂jf).

Здесь ωij — матрица, обратная матрице формы ω.
Серия гамильтоновых алгебр Ли характеристики 2 c простейшей симмет-

рической скобкой Пуассона была построена Lei Lin [1]. Некоторые алгебры
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этой серии изоморфны алгебрам Капланского [2]. Неальтернирующие гамиль-
тоновы алгебры Ли исследовались D. Leites, S. Bouarrouj, M. Messaoudene, P.
Grozman, A. Lebedev, I. Schepochkina в направлении распространения идей и
методов теории супералгебр Ли на случай алгебр Ли чётной характеристики
(см. [3], [4]).

Авторы получили классификацию градуированных неальтернирующих га-
мильтоновых алгебр Ли, основанную на построенной теории инвариантов
неальтернирующих симметрических билинейных форм характеристики 2 от-
носительно группы автоморфизмов флага. Найдены размерности простых
градуированных неальтернирующих гамильтоновых алгебр Ли. Доказывает-
ся, что фильтрованные деформации градуированных неальтернирующих га-
мильтоновых алгебр Ли соответствуют неальтернирующим гамильтоновым
формам с полиномиальными коэффициентами. Отметим, что классические
градуированные гамильтоновы алгебры Ли имеют фильтрованные дефор-
мации, которые соответствуют дифференциальным формам с неполиноми-
альными коэффициентами [5]. Кроме того, при достаточно общих условиях,
например, когда высоты переменных больше 1, градуированные неальтерни-
рующие гамильтоновы алгебры являются жёсткими относительно фильтро-
ванных деформаций, в отличие от классических гамильтоновых алгебр. До-
казывается инвариантность стандартной максимальной подалгебры. Даётся
описание дифференцирований и автоморфизмов фильтрованных неальтерни-
рующих гамильтоновых алгебр Ли. Все результаты справедливы за исклю-
чением некоторых случаев, когда число переменных n = 2, 3 или 4.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 18–01–00900/а, и Мино-
брнауки РФ (госзадание, проект №0729–2020–0055).
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Бесконечная транзитивность для простейших
многообразий Калоджеро–Мозера

К.Г. Куюмжиян
НИУ ВШЭ, Москва, Россия

karina@mccme.ru

Доклад основан на работе автора [6]. Рассмотрим алгебраическое многооб-
разие X и группу всех его регулярных автоморфизмов. Нас интересует, для
каких многообразий X можно перевести любые m точек в любые m других
для любого натурального m. Такие многообразия достаточно редки. В част-
ности, для такого X группа его регулярных автоморфизмов должна быть
бесконечномерной.

Мы рассматриваем в качестве X простейшие многообразия Калоджеро–
Мозера и доказываем, что для них выполняется свойство, указанное выше,
причём достаточно вместо всей группы регулярных автоморфизмов взять
только автоморфизмы определённого вида. Они образуют группу, изоморф-
ную группе унимодулярных автоморфизмов свободной ассоциативной алгеб-
ры от двух переменных. Берестом–Эшматовым–Эшматовым [3, Theorem 1]
была доказана 2-транзитивность данного действия и сформулирована гипо-
теза, что данное действие является бесконечно транзитивным.

Определение. Многообразием Калоджеро–Мозера Cn называется

Cn := {(X, Y ) ∈ Matn(C)×Matn(C) : rk([X, Y ] + In) = 1}//PGLn(C),

где PGLn(C) действует как g.(X, Y ) = (gXg−1, gY g−1).

Многообразия (пространства) Калоджеро–Мозера важны в теории пред-
ставлений. Известно, что Cn является гладким неприводимым аффинным ал-
гебраическим многообразием размерности 2n, см. Wilson [9]. Оно рациональ-
но, см. [9, Prop. 1.10] и [8, Remark 5]. На нём есть гиперкэлерова структура, см.
[9, Section 8], [5, Theorem 1.22]. Оно является простейшим случаем колчанного
многообразия Накаджимы. Это частичная компактификация интегрируемой
системы Калоджеро–Мозера.

Определение. Обозначим через G подгруппу в группе автоморфизмов сво-
бодной алгебры C〈X, Y 〉, порождённую преобразованиями двух видов:

(X, Y ) 7→ (X+p(Y ), Y ), p является многочленом от одной переменной, (1)

(X, Y ) 7→ (X, Y +q(X)), q является многочленом от одной переменной. (2)

Автоморфизмы этих двух видов называются треугольными. Группа G совпа-
дает с группой унимодулярных автоморфизмов C〈X, Y 〉 (автоморфизм
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C〈X, Y 〉 называется унимодулярным, или симплектическим, если он сохра-
няет коммутатор [x, y] = xy − yx), см. [4, 8.10.Théorème], и также извест-
но, что эта группа изоморфна группе автоморфизмов первой алгебры Вейля
[7, Theorem 2].

Формулы (1) и (2) задают действие G наMatn(C)×Matn(C). Это действие
можно спустить на Cn. Действительно, для корректности нужно проверить
две вещи. Во-первых, формулы (1) и (2) согласованы с PGLn(C)-действием.
Во-вторых, получаемые точки принадлежат Cn: [X + p(Y ), Y ] = [X, Y ] =
[X, Y + q(X)], следовательно,

rk([X + p(Y ), Y ] + In) = rk([X, Y + q(X)] + In) = rk([X, Y ] + In) = 1.

Теорема[6]. Группа G действует на многообразии Калоджеро–Мозера Cn
бесконечно транзитивно.

В основе доказательства лежит следующее наблюдение. Если уX-компонент
рассматриваемых точек минимальные многочлены взаимно просты, то мы
можем двигать данные точки независимо при помощи автоморфизмов ви-
да (2) (и аналогично для Y -компонент).

Данный результат нельзя вывести из результатов о гибкости [1], поскольку
в нашу уменьшенную группу автоморфизмов попадают не все однопарамет-
рические унипотентные подгруппы, действующие на X.
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p-Подгруппы в трёхмерной группе Кремоны
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Доклад основан на работе [4]. Будем работать над полем комплексных чи-
сел C. Группой Кремоны Crn(C) называется группа бирациональных авто-
морфизмов n-мерного проективного пространства Pn. При n = 1 эта группа
изоморфна PGL(2,C). Начиная с n > 2, группа Кремоны становится доста-
точно сложным объектом для изучения. Один из способов понять её струк-
туру состоит в том, чтобы исследовать её конечные подгруппы. При n = 2
такие подгруппы были классифицированы И.В. Долгачевым и В.А. Исков-
ских в работе [2]. В размерности 3 ситуация становится более интересной,
и полная классификация представляется недоступной. Тем не менее, можно
получать классификационные результаты для некоторых классов конечных
подгрупп, см. например [5] в случае простых групп. Также имеются различ-
ные результаты об ограниченности конечных подгрупп в группе Кремоны
(см. [8]), показывающие, что далеко не всякая группа может быть реализо-
вана как подгруппа в ней.

Довольно естественно рассмотреть такой класс конечных групп как p-
группы. Напомним, что p-группой называется группа порядка pk, где p –
простое число. Определим число r(G), называемое рангом p-группы G, как
наименьшее число порождающих элементов для G. Рассмотрим следующую
задачу (см. [10]): оценить сверху ранг p-групп, вкладывающихся в группу
Кремону Crn(C). Полное решение этой задачи для n = 2 было получено
А. Бовилем [1].

В больших размерностях можно рассматривать более общую задачу и
вместо группы Кремоны изучать группу бирациональных автоморфизмов
Bir(X) рационально связного многообразия X и её p-подгруппы. При n = 3
точная оценка на ранг p-подгрупп была получена для p = 2 и p > 5, см.
теорему 3. Для n = 3, p = 3 в работе [3] оценка r(G) 6 4 было получена
по модулю трёх исключительных случаев. В работе [4] получен следующий
результат.
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Теорема 1. Пусть X — трехмерное рационально связное многообразие,
и пусть G ⊂ Bir(X) — конечная 3-группа. Тогда r(G) 6 4, и эта оценка
точна.

Следствие 2. Пусть G ⊂ Cr3(C) — конечная 3-группа. Тогда r(G) 6 4,
и эта оценка точна.

Как следствие, мы можем сформулировать следующую теорему.

Теорема 3 [6], [7], [9], [3], [11], [4]. Пусть X — рационально связное мно-
гообразие размерности 3, и пусть G ⊂ Bir(X) — конечная p-группа. Тогда
она может быть порождена не более, чем r элементами, где

• r = 6 при p = 2,

• r = 4 при p = 3,

• r = 3 при p > 5.

Кроме того, эти оценки точны.
Оценка на ранг 3-групп в работе [4] получена без использования клас-

сификации трехмерных многообразий Фано, что может быть полезно для
дальнейших обобщений.
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Зоноиды и зонотопы, связанные с неприводимыми
представлениями компактных простых групп Ли

М.В. Мещеряков
Мордовский государственный университет им. Н.П. Огарёва,

Саранск, Россия
mesh@ math.mrsu.ru

В работе Э.Б. Винберга [1] доказано, что все конечномерные нормы в про-
стых компактных алгебрах ЛиG инвариантные относительно присоединенно-
го представления получаются как продолжения норм на подалгебрах Карта-
на инвариантных относительно действия группы ВейляW . В силу известной
теоремы выпуклости Б. Костанта проекции орбит λ присоединенного пред-
ставления компактных групп Ли на подалгебры Картана суть выпуклые обо-
лочки орбит Wλ группы Вейля. Целью нашего сообщения является рассмот-
рение классификации зонотопов среди многогранников P (λ) вида convWλ и
выделение в классе орбитопов conv λ выпуклых тел, называемых зоноидами
(см. [2]). Эти выпуклые тела характеризуются тем, что их опорные функции
являются преобразованиями Фурье положительных борелевских мер.

Теорема 1. Многогранник P (λ) = convWλ является зонотопом тогда
и только тогда, когда числовые метки λ на диаграммах Дынкина алгебры
Ли G ранга > 1 имеют следующий вид:

для An λ = γ(ω1 + ω2 + . . .+ ωn), где γ > 0;
для Bn λ = γ(ω1 + ω2 + . . .+ ωn−1) + αωn, где γ и α — неотрицательные

вещественные числа, причём или γ > 0, или α > 0;
для Cn λ = γ(ω1 + ω2 + . . .+ ωn−1) + αωn, где γ и α — неотрицательные

числа, причём или γ > 0, или α > 0;
для Dn λ = γ(ω1 + ω2 + . . . + ωn−2) + αωn−1 + κωn, где γ, α и κ — неот-

рицательные числа, причём или γ > 0, или α > 0, или κ > 0;
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для E6 λ = γ(ω1 + ω2 + . . .+ ω6), где γ > 0;
для E7 λ = γ(ω1 + ω2 + . . .+ ω7), где γ > 0;
для E8 λ = γ(ω1 + ω3 + . . . + ω8) + αω2, где γ и α — неотрицательные

числа, причём или γ > 0, или α > 0;
для F4 λ = γω1 + α(ω2 + ω3 + ω4), где γ и α — неотрицательные числа,

причём или γ > 0, или α > 0;
для G2 λ = γω1 + αω2, где γ > 0 и α > 0 одновременно.

Теорема 2. Присоединенные орбитопы convOλ не являются зоноидами,
кроме, возможно, случаев выбора λ, указанных в теореме 1.

В случае алгебр Ли ранга 1 присоединенные орбитопы суть зоноиды, по-
скольку они являются евклидовыми шарами.

Гипотеза. Единичные шары инвариантных норм, которые определяются
орбитопами в простых компактных алгебрах Ли ранга больше, чем 1, не
являются зоноидами.

Другими словами свойство условной положительной определённости опор-
ных функций выпуклых оболочек орбит групп Вейля, характеризующих зо-
ноиды, не сохраняются при продолжении соответствующих норм с подалгеб-
ры Картана до инвариантных норм на всей компактной простой алгебре Ли.
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Матрицы Картана и системы нелинейных уравнений
в частных производных
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В работе Шабата и Ямилова [1] были рассмотрены так называемые систе-
мы экспоненциального типа, то есть системы гиперболических уравнений в
частных производных вида

uxy(j) = exp

(
r∑

k=1

ajku
k

)
, j = 1, 2, . . . , r, (1)
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где ajk — постоянные коэффициенты, а функции uj зависят от переменных
x и y.

Исследование систем вида (1) в работе [1] было основано на изучении и
применении т.н. характеристических алгебр Ли. Шабатом и Ямиловым была
высказаны две гипотезы о системах экспоненциального типа. Первая гипоте-
за состояла в том, что система (1) интегрируема по Дарбу (то есть допускает
полные наборы независимых характеристических интегралов по обеим пере-
менным) тогда и только тогда, когда она является прямой суммой нескольких
систем экспоненциального типа, у которых матрицыM являются матрицами
Картана простых алгебр Ли. Вторая гипотеза утверждала, что системы ви-
да (1), не интегрируемые по Дарбу, но допускающие т.н. высшие симметрии,
соответствуют вырожденным матрицам Картана (матрицам Картана аффин-
ных алгебр Каца–Муди). Несмотря на то, что текст [1] так и остался в ста-
тусе препринта, данная работа послужила отправной точкой для большого
количества исследований и публикаций на тему интегрирования систем экс-
поненциального типа.

Мы будем обсуждать методы нахождения явных формул для высших сим-
метрий (инвариантов действия локальной группы Ли–Бэклунда) гиперболи-
ческих систем экспоненциального типа, соответствующих вырожденным мат-
рицам Картана. Доклад основан на результатах работ [2], [3].
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Пусть S — гладкая проективная кривая над полем k. Пусть F — локально
свободный пучок OS-модулей ранга n на S (это есть пучок сечений векторного
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расслоения ранга n на S).
В этом случае хорошо известно локальное (адельное) представление для

разности эйлеровых характеристик χ(F)− nχ(OS). Это представление полу-
чается при помощи выбора матриц перехода между тривиализациями локаль-
но свободного пучка F в общей точке кривой S и в пополнениях локальных
колец замкнутых точек кривой S. При этом степень пучка F возникает из
естественного гомоморфизма

GLn(AS) −→ Z ,

где AS =
∏′

p∈SKp — кольцо аделей на кривой S, Kp — пополнение поля
функций k(S) на кривой S по дискретному нормированию, задаваемому за-
мкнутой точкой p ∈ S. Более точно, степень пучка F, которая совпадает с
выписанной выше разностью эйлеровых характеристик, получается приме-
нением этого гомоморфизма к элементу из группы GLn(AS), задаваемому
матрицами перехода для пучка F.

Пусть теперь X — гладкая проективная поверхность над полем k. В этом
случае имеется кольцо аделей Паршина–Бейлинсона AX =

∏′
x∈C Kx,C , где

«двумерное» адельное произведение берется по всем парам x ∈ C: неприво-
димая кривая C на X и точка x на C. Кольцо Kx,C есть конечное прямое
произведение двумерных локальных полей, каждое из которых изоморфно
полю k′((u))((t)), где k′ — конечное расширение поля вычетов k(x) точки x.
Если точка x гладкая на C, то Kx,C будет двумерным локальным полем.

Вместо указанного выше гомоморфизма из группы GLn(AS) в группу Z
теперь существует каноническое центральное расширение

0 −→ Z −→ ˜GLn(AX) −→ GLn(AX) −→ 1 .

Пусть G — локально свободный пучок OX-модулей ранга n на X. Тогда
выбор тривиализаций пучка G в пополнениях локальных колец схемных точек
на X задает матрицы перехода, которые будут из группы GLn(AX).

В своем докладе я расскажу, как получить локальное (адельное) разло-
жение для разности эйлеровых характеристик χ(G) − nχ(OS) при помощи
матриц перехода из группы GLn(AX) для пучка G и при помощи указанного
выше центрального расширения. Это локальное (адельное) разложение было
получено в препринте [2]. При этом использовались результаты из статьи [1],
где было получено локальное (адельное) разложение для второго числа Чже-
ня c2(G) пучка G посредством адельных матриц перехода для пучка G и при
помощи другого центрального расширения ̂GLn(AX) группы GLn(AX) груп-
пой Z, построенного из центрального расширения ˜GLn(AX).
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Вычисления с адельными матрицами перехода для пучка G и центральным
расширением ˜GLn(AX) можно проделать двумя разными способами. Сравне-
ние полученных двух ответов приводит к теореме Римана–Роха для пучка G

на поверхности X (без формулы Нётера).
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Инварианты унипотентного радикала параболической подгруппы
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Известно, что поле инвариантов для рационального действия произволь-
ной унипотентной группы на аффинном многообразии рационально, то есть
является чисто трансцендентным расширением основного поля [1]. Отметим,
что здесь поле инвариантов является полем частных алгебры инвариантов.
Ставится задача нахождения системы свободных образующих в поле инва-
риантов в явном виде.

Пусть K — поле характеристики нуль и P — параболическая подгруппа
в полной линейной группе G = GL(n,K). Имеет место разложение P = LU
группы P в полупрямое произведение унипотентного радикала U и подгруп-
пы Леви L. Подгруппа P определяется разбиением целочисленного отрез-
ка [1, n] на систему последовательных непересекающихся отрезков [1, n] =
I1 t I2 t . . . t I`. Линейное пространство M = Mat(n,K) является пря-
мой суммой M =

⊕
16k,m6nMkm, где Mkm натянуто на матричные единицы

Eij, (i, j) ∈ Ik × Im. Унипотентная подгруппа U состоит из матриц E + A,
где E — единичная матрица и A лежит в сумме подпространств Mkm, k < m.

Рассмотрим присоединённое представление Adgx = gxg−1 группы U в про-
странстве Mat(n,K). Определено представление группы U в алгебре A регу-
лярных функций на Mat(n,K) по формуле ρgf(X) = f(Ad−1

g X).. Это пред-
ставление продолжается до действия U в поле F рациональных функций на
Mat(n,K). Наша цель состоит в построении системы свободных образующих
в поле инвариантов FU . Случай U = UT(n,K) был рассмотрен в работе [2].

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 20–01–00091а.
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Для любого i ∈ [1, n] обозначим i′ = n+ 1− i. Соответственно, для любого
подмножества T ∈ [1, n] положим T ′ = {i′ : i ∈ T}. Рассмотрим множество S,
состоящее из пар (i, j), для которых i ∈ Ik, j ∈ I ′m, k > m.

Пусть {xij} — набор стандартных координатных функций на M. Образуем
матрицу X = (xij)

n
i,j=1. Рассмотрим присоединённую матрицу X∗ = (x∗ij)

n
i,j=1.

Имеем XX∗ = X∗X = det(X)E.
Разобьём S на два подмножества S = S0tS1, где S0 состоит из тех (i, j) ∈ S,

которые лежат на или выше антидиагонали. Соответственно, S1 — из тех
(i, j) ∈ S, которые лежат ниже антидиагонали.

Для любого (i, j) ∈ S0 определим многочлен Jij как минор матрицы X,
определяемый системой столбцов [1, j] и строк {i} ∪ [j′ + 1, n].

Пусть (i, j) ∈ S1. Образуем (j × j)-матрицу

Yij =

 Xi′,j

−−−−−
X∗j−i′,j

 ,

где Xi′,j — это блок из матрицы X со столбцами [1, j] и последними i′ стро-
ками, соответственно, X∗j−i′,j — это блок из матрицы X∗ со столбцами [1, j] и
последними j − i′ строками. Для любого (i, j) ∈ S1 определим Jij = detYij.

Теорема. Система многочленов {Jij : (i, j) ∈ S} свободно порождает поле
инвариантов FU .

Эта теорема переносится на случай, когда G — ортогональная или сим-
плектическая группа. В докладе будет построена система свободных образу-
ющих для поля инвариантов относительно действия унипотентного радикала
произвольной параболической подгруппы на группе G сопряжением.

Список литературы
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Обобщённая гибкость аффинных конусов
над кубическими поверхностями
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НИУ ВШЭ, Москва, Россия
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Доклад основан на работе автора [7].
Действие группы называется бесконечно транзитивным, если оно транзи-

тивно на m-наборах различных точек для произвольного натурального m.
Обобщё нно гибкие аффинные алгебраические многообразия характеризу-
ются следующим свойством: подгруппа автоморфизмов, порождённая уни-
потентными подгруппами, бесконечно транзитивно действует на открытом
подмножестве. Для гибких многообразий это подмножество совпадает с мно-
жеством гладких точек. Мы обсудим примеры гибких многообразий, призна-
ки гибкости аффинных конусов и докажем обобщённую гибкость аффинных
конусов над кубическими поверхностями относительно произвольной поляри-
зации (по очень обильному дивизору). В частности, мы рассмотрим цилин-
дрические подмножества кубических поверхностей и подразбиения их конуса
эффективных дивизоров.

Пусть X — аффинное алгебраическое многообразие над алгебраически за-
мкнутым полем K нулевой характеристики. Точка p ∈ X называется гиб-
кой, если касательное пространство TpX порождено касательными вектора-
ми к орбитам действий аддитивной группы поля Ga = Ga(K) на X. Все Ga-
действия на X порождают специальную группу автоморфизмов SAutX ⊂
AutX.

Многообразие X называется гибким, если все гладкие точки на X гибкие,
и обобщённо гибким, если существует открытое подмножество вX, состоящее
из гибких точек. Действие группы G на множестве S называется бесконечно
транзитивным, если порождённое действие на упорядоченных m-наборах
попарно различных элементов S транзитивно для любого m ∈ N.

По знаменитой теореме [1, Theorem 0.1], следующие условия эквивалентны
для аффинного многообразия X размерности > 2:

1. многообразие X является гибким;

2. группа SAutX действует транзитивно на подмножестве гладких точек
Xreg ⊂ X;

3. the group SAutX действует бесконечно транзитивно на Xreg.

40



Аналогичная теорема верна для обобщённой гибкости, если заменить Xreg

на открытую SAutX-орбиту, см. [1, Theorem 2.2]. Гибкость аффинных кону-
сов над поверхностями дель Пеццо степени > 4 относительно произвольной
очень обильной поляризации была подтверждена в [2], [5], [6].

Однако, аффинный конус X над поверхностью дель Пеццо степени 3 отно-
сительно (плюри)антиканонической поляризации не обладаетGa-действиями,
см. [3, Corollary 1.8], хотя конус относительно любой другой очень обильной
поляризации — обладает, см. [4].

Нами был получен следующий результат [7, Theorem 7.1].

Теорема. Пусть Y — поверхность дель Пеццо степени 3, поляризованная
относительно очень обильного дивизора, не пропорционального антиканони-
ческому. Тогда аффинный конус над Y является обобщённо гибким.

Мы обсудим примеры гибких многообразий, критерии гибкости аффин-
ных конусов и доказательство этой теоремы. В частности, мы рассмотрим
семейства цилиндров на кубических поверхностях и подразбиения конуса эф-
фективных дивизоров, соответствующие инварианту Фуджиты.
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Общие слова. В моём докладе мне бы хотелось обсудить часть результа-
тов моих совместных работ со Сьюзен Сьерра [1], [2], посвящённых (в каче-
стве центральной темы) описанию примитивных идеалов для алгебр Витта
и Вирасоро. Как следствие, мы получаем описание подалгебр Ли в алгебрах
Витта и Вирасоро коразмерностей 1 (1 серия), 2 (3 серии), 3 (9 серий) (и,
по факту, в докладе я хочу поговорить именно про них). Здесь хочется от-
метить, что а) наши методы позволяют перечислить подалгебры в алгебре
Витта произвольной конечной коразмерности; б) описание подалгебр кораз-
мерности 1 было получено в 2018 году Ондрусом и Виснером [3]. Отправной
точкой служат следующие два утверждения: а) любая подалгебра конечной
коразмерности в алгебре Вирасоро содержит центр алгебры Вирасоро; б) для
всякой подалгебры k алгебры Витта конечной коразмерности есть такой ко-
нечный набор точек S ⊂ C× (мы называем его носителем подалгебры) и
число n, для которых k содержится в алгебре Ли векторных полей с полюса-
ми во всех точках S и содержит алгебру векторных полей, имеющих полюса
во всех точках S порядка по крайней мере n.

Алгебра Витта и алгебра Вирасоро. Напомню, что алгеброй Витта
W называется алгебра Ли алгебраических векторных полей C[t, t−1]∂t на C×;
центральное расширение W , задаваемое формулами

[f∂t, g∂t] = (fg′ − f ′g)∂t + Res0(f
′g′′ − g′f ′′)z (z централен),

называется алгеброй Вирасоро.
Результаты

Подалгебры в W коразмерности 2

sdeg(k) fk
Дополнительные

образующие
W ((t− x)(t− y)) − (t− x)(t− y) −

W 2;1
x;α 1 (t− x)3 (t− x)∂ + α(t− x)2∂

W 2;2
x;α 2 (t− x)4 (t− x)∂ + α(t− x)3∂,

(t− x)2∂
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Подалгебры в W коразмерности 3

sdeg(k) fk
Дополнительные образующие

или явное описание
W (fk) − (t− x)(t− y)(t− z) −

W 3A
x,y;α,β − (t− x)2(t− y)2 (t− x)(t− y)(αt+ β)∂,

αx+ β, αy + β 6= 0, x 6= y

W 3B1
x,y;α − (t− x)3(t− y)

W 2;1
x;α ∩W (t− y),

x 6= y

W 3B2
x,y;α − (t− x)4(t− y)

W 2;2
x;α ∩W (t− y),

x 6= y

W 3C1
x;α 0, 2 (t− x)4 (t− x)2∂ + α(t− x)3∂

W 3C2
x;α,β 1, 2 (t− x)4 (t− x)∂ + α(t− x)2∂ + β(t− x)3∂

W 3C3
x;α,β 1, 3 (t− x)5 (t− x)∂ + α(t− x)2∂ + β(t− x)4∂,

(t− x)3∂ − α(t− x)4∂

W 3C4
x;α,β 1, 4 (t− x)6

(t− x)∂ + α(t− x)2∂ + β(t− x)5∂,

(t− x)3∂ − α2(t− x)5∂,

(t− x)4∂ − 2α(t− x)5∂

W 3C5
x;α,β 2, 3 (t− x)5 (t− x)∂ + α(t− x)3∂ + β(t− x)4∂,

(t− x)2∂ + α
2 (t− x)4∂

В таблицах используются следующие обозначения:
• описание k дано в последней строчке и приводится или через набор до-

полнительных образующих, или через пересечение двух других подалгебр.
• α, β — это параметры, принимающие произвольные значения в C для

всех случаев кроме W 3A
x,y;α,β (для этого случая релевантные условия для α, β

даны в таблице);
• x, y, z — это параметры, принимающие произвольные значения в C×, а

ограничения на них (в тех случаях, когда они есть) даны в таблице.
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Лиевская структура многообразий
разрешимых йордановых алгебр
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Будем предполагать, что основное поле F имеет нулевую характеристику.
Пусть L — произвольная алгебра Ли, G — алгебра Грассмана счетного

ранга. Известно [1], [2], что пространство J (L) = G ⊗ L ⊕ G1 с операцией
умножения ◦, заданной правилами

(a⊗ g) ◦ h = h ◦ (a⊗ g) = a⊗ gh, если g ∈ G0, h ∈ G1,

(a⊗ g) ◦ (b⊗ h) = [a, b]⊗ gh, если g, h ∈ G1,

является йордановой алгеброй с тождествами

x4 ≡ 0, (x1x2) (y1y2) (z1z2) ≡ 0. (1)

Более того, данная конструкция определяет мономорфизм J из решетки
многообразий алгебр Ли в решетку многообразий йордановых алгебр, удо-
влетворяющих тождествам (1). А именно, пусть V — многообразие алгебр Ли
и L — произвольная алгебра Ли, порождающая V, то есть V = var (L). Тогда
J (V) = var (J (L)).

Для многообразия разрешимых йордановых алгебр V определим обёрты-
вающее многообразие алгебр Ли L (V) как наименьшее лиевское многообра-
зие такое, что W ⊂ J (L (V)), где W — подмногообразие V, состоящее из всех
алгебр, удовлетворяющих тождествам (1).

Как оказывается, многие свойства произвольного многообразия разреши-
мых йордановых алгебр V полностью определяются его обёртывающим мно-
гообразием L (V). Ниже представлены некоторые из таких свойств.

1. Для произвольной алгебры A определим по индукции её сильно разре-
шимые степени A((k)): A((0)) = A, A((k)) — наименьший идеал A, содержа-
щий в себе A((k−1))A((k−1)). Многообразие V сильно разрешимо, если для
некоторого k любая алгебра A из V сильно разрешима индекса не более
k, то есть A((k)) = 0.

Теорема 1. Многообразие разрешимых йордановых алгебр V сильно
разрешимо тогда и только тогда, когда многообразие L (V) разрешимо.
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2. Многообразие V называется T -первичным, если произведение любых нену-
левых T -идеалов (то есть идеалов, инвариантных относительно эндомор-
физмов алгебры) в свободной алгебре данного многообразия не равно
нулю.

Теорема 2. Если многообразие разрешимых йордановых алгебр V яв-
ляется T -первичным, то L (V) также T -первично и, кроме того, V удо-
влетворяет тождествам (1).

3. Теорема 3. Многообразие разрешимых йордановых алгебр V имеет экс-
поненциально ограниченный рост тогда и только тогда, когда L (V) име-
ет экспоненциально ограниченный рост.
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Димерные модели и q-разностные уравнения Пенлеве
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В работе [5] Х. Сакай показал связь обыкновенных уравнений Пенлеве с
геометрией рациональных поверхностей, ввёл понятие дискретного уравне-
ния Пенлеве и его динамик. В этом подходе уравнению Пенлеве соответству-
ет подсистема корней в E(1)

8 . Группа Вейля этой подсистемы отвечает сим-
метриям уравнения, её подгруппа трансляций задаёт дискретное уравнение
Пенлеве, а элементы этой подгруппы отвечают динамикам.

Симметрии дискретных уравнений Пенлеве можно описать иным спосо-
бом. Берштейн, Гавриленко и Маршаков [1] предложили описание симметрий
класса дискретных уравнений Пенлеве, а именно q-разностных, автоморфиз-
мами некоторых кластерных многообразий (см. [3]). Доклад основан на ди-
пломной работе автора под научным руководством М. Берштейна. В работе
изучаются колчаны, связанные с этими кластерными многообразиями.

Почти все данные колчаны могут быть получены из допустимых димер-
ных моделей (см. [4]). Автором исследуется связь q-разностных уравнений
Пенлеве и димерных моделей и доказывается
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Теорема. Для q-разностных уравнений Пенлеве типов A
(1)
8 , A(1)

7 , A(1)′

7 ,
A

(1)
6 , A(1)

5 динамики реализуются композициями димерных преобразований,
не меняющих димерную статсумму.

Используя результаты работы [6] и эту димерную реализацию, удаётся по-
строить нетривиальные функторы автоэквивалентности на производной ка-
тегории модулей над якобиевой алгеброй (см. [2]), соответствующей данной
димерной модели. Такая категория оказываются эквивалентна Db(X), где
X — тотальное пространство канонического расслоения некоторой поверхно-
сти дель Пеццо.
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Доклад основан на работе автора [1].
В докладе дана явная формула для канонической билинейной формы на

кольце Гротендика конечномерных представлений супергруппы GL(n,m). В
качестве приложения приводится алгоритм дающий разложения характеров
Эйлера в терминах неприводимых характеров.
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Доклад основан на совместной работе с А. Лавреновым и Е. Воронец-
ким, готовящейся к публикации. Цель нашей работы состоит в вычислении
пучков A1-фундаментальных групп схем Шевалле–Демазюра Gsc(Φ,−), где
Φ — неприводимая система корней с простыми связями достаточно большого
ранга.

Пусть A — регулярное кольцо конечной размерности Крулля, содержащее
произвольное поле k. Напомним, что дляA-схемыX пучокA1-гомотопических
групп πA

1

n (X) определяется как R 7→ HomHA1
∗

(Sn ∧ Spec(R)+, X), где через
HA1

∗ обозначена пунктированная нестабильная A1-гомотопическая категория
над A. Из результатов работы [1] следует что для произвольной изотропной
редуктивной групповой схемы G, определённой над A, пучок πA1

n (G) совпа-
дает с пучком -групп Каруби–Вилламайора R 7→ KVn+1(G,R). Напомним,
что эти группы определяются как гомотопические группы с номером n от
симплициальной группы SingA1

(G) = G(R[∆•]) (иногда также называемой
сингулярной резольвентой).

Естественным вопросом представляется нахождение явного описания этих
гомотопических групп. Так, в недавней работе [4] А. Ставрова показала,
что группа πA

1

0 (G)(A) совпадает с группой KG
1 (A) (т.н. нестабильным K1-

функтором, промоделированным по G), при условии, что изотропный ранг
группы G по крайней мере 2.

A1-фундаментальные группы изотропных групп остаются куда менее изу-
ченными объектами. Например, в [6] было показано, что группа KV2(G, k)
совпадает с мультипликатором Шура H2(G(k),Z) в случае, когда поле k бес-
конечно. Данное вычисление опирается на теорему М. Вендта о гомотопи-
ческой инвариантности кольца гомологий изотропных редуктивных групп,
опирающейся, в свою очередь, на глубокий результат Б. Марго о структу-
ре билдингов Брюа–Титса. В свою очередь, нашим основным результатом
является следующая теорема.

Теорема 1. Равенство πA1

1 (G)(A) = K2(Φ, A) выполняется в следующих
случаях :

• Φ = A` для ` > 4;
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• Φ = D` для ` > 7 при дополнительном предположении char(k) 6= 2.

Здесь через K2(Φ, A) обозначено ядро естественного гомоморфизма из
группы Стейнберга St(Φ, A) в группу точек односвязной схемы Шевалле–
Демазюра Gsc(Φ, A). Случай Φ = A` теоремы, по существу, является след-
ствием результатов [5], в то время, как случай Φ = D` опирается на недавние
результаты авторов, в частности, на основной результат [2].

Ввиду [1], для доказательства Теоремы 1 достаточно доказать A1-инвари-
антность функтора K2(Φ,−), что, в некотором смысле, является аналогом
для функтора K2 известной проблемы Серра об описании проективных мо-
дулей над кольцами многочленов. Из факта A1-инвариантности для K2(Φ,−)
можно получить явные задания для групп Шевалле над кольцами многочле-
нов от многих переменных при помощи образующих и соотношений. Данные
задания являются широким обобщением классических результатов о задании
групп Шевалле над кольцом многочленов от одной переменной над полем,
см., например, [3].
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Комбинаторное описание многочленов Шуберта
для групп Вейля типов B, C и D

Е.Ю. Смирнов
НИУ ВШЭ, Независимый Московский университет,

Москва, Россия
esmirnov@hse.ru

Классический результат А.Бореля гласит, что кольцо когомологий много-
образия полных флагов GL(n)/B изоморфно фактору кольца многочленов от
n переменных по идеалу, порождённому симметрическими многочленами без
свободного члена. С другой стороны, в нем существует замечательный базис
из классов Шуберта — классов замыканий орбит борелевской подгруппы. В
1970–80-х гг. И.Н. Бернштейн, И.М. Гельфанд и С.И. Гельфанд [1] и независи-
мо А. Ласку и М.-П. Шютценберже [4] выписали набор явных полиномиаль-
ных представителей классов Шуберта, которые называются многочленами
Шуберта и обладают рядом замечательных свойств. Они получаются ком-
бинаторно как производящие функции некоторых диаграмм (конфигураций
псевдолиний), называемых pipe dreams ; отсюда, в частности, следует поло-
жительность их коэффициентов.

Ту же задачу можно рассмотреть и для многообразий флагов G/B дру-
гих классических групп: SO(n) и Sp(2n). Многочлены Шуберта для класси-
ческих групп были определены С. Билли и М. Хайманом [2] в 1995 году; в
2011 г. Т. Икеда, Л. Михалча и Х. Нарусэ [3] получили их T -эквивариантные
аналоги, т.е. представители классов Шуберта в кольце T -эквивариантных
когомологий многообразия G/B. В докладе будет рассказано об аналогах
pipe dreams для этих случаев, которые возникли в нашей совместной работе
с А.А. Тутубалиной [5]. Если позволит время, я также упомяну связь pipe
dreams с многогранниками Гельфанда–Цетлина.

Работа выполнена при поддержке фонда «Базис» и РФФИ, проект 20–01–
00091–а.
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Paris Sér. I Math. 294 (1982), no. 13, 447–450.
[5] E. Smirnov, A. Tutubalina. Pipe dreams for Schubert polynomials of the
classical groups. Preprint, 36 p., arXiv: math.CO/2009.14120 (2020).

Короткие SL2-структуры на простых алгебрах Ли
Р.О. Стасенко

Московский государственный университет
имени М.В. Ломоносова,

Московский центр фундаментальной и прикладной математики,
Москва, Россия

theromestasenko@yandex.ru

Известна классическая конструкция Титса–Кантора–Кёхера, позволяю-
щая по простой йордановой алгебре J построить простую алгебру Ли g, име-
ющую вид

g = der(J)⊕ sl2(J).

Теорема Титса–Кантора–Кёхера утверждает, что между простыми йордано-
выми алгебрами и простыми алгебрами Ли, снабжёнными вышеуказанным
разложением, существует взаимно однозначное соответствие.

Конструкцию Титса–Кантора–Кёхера можно интерпретировать как ли-
нейное представление алгебры Ли sl2 автоморфизмами алгебры Ли g, которое
разлагается на неприводимые представления размерностей 1 и 3. Естествен-
ным обобщением является следующее понятие. Пусть S — редуктивная алгеб-
раическая группа. S-структурой на алгебре Ли g называется гомоморфизм
Φ: S → Aut(g).

В докладе рассматриваются SL2-структуры. SL2-структуру назовем ко-
роткой, если представление Φ группы SL2 разлагается на неприводимые
представления размерностей 1, 2 и 3. При этом изотипное разложение пред-
ставления Φ будет иметь вид

g = g0 ⊕
(
C2 ⊗ J1

)
⊕
(
sl2 ⊗ J2

)
.

Конструкция Титса–Кантора–Кёхера получается при J1 = 0. Доклад будет
посвящён случаю J1 6= 0.

Аналогично теореме Титса–Кантора–Кёхера, будет установлено взаимно
однозначное соответствие между простыми алгебрам Ли с короткой SL2-
структурой с J1 6= 0 и так называемыми простыми симплектическими трой-
ками Ли–Йордана (J1; g0; J2), где J1 — симплектическое пространство, g0 —
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редуктивная подалгебра Ли в sp(J1), а J2 — простая йорданова подалгебра
симметрических операторов на J1, причём алгебры J2 и g0 не имеют нетриви-
альных общих инвариантных подпространств в J1. Будет дана полная клас-
сификация коротких SL2-структур на простых алгебрах Ли.

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках
реализации программы Математического центра фундаментальной и при-
кладной математики по соглашению №075–15–2019–1621, а также при под-
держке гранта РФФИ № 20–01–00515 А.

Классификация структур супералгебр Хопфа
на квантовой супералгебре Ли Uq(sl(m,n))

В.А. Стукопин
МФТИ, Москва, Россия

stukopin@mail.ru

Доклад основан на работах [1], [2].
В докладе будет дана классификация структур супералгебры Хопфа на

квантовой супералгебре Uq(sl(m,n)) как в случае, когда параметр квантова-
ния является как корнем из единицы, так и в случае параметра квантования
общего положения. Известно, что супералгебра Ли sl(m,n) может быть зада-
на разными матрицами Картана (или, что то же самое, разными диаграмма-
ми Дынкина), как и е квантование – квантовая супералгебра Uq(sl(m,n)). Но
оказывается, что разным диаграммам Дынкина, вообще говоря, соответству-
ют неизоморфные квантовые супералгебры Хопфа. Мы даем классификацию
возможных структур супералгебры Хопфа на заданной ассоциативной кван-
товой супералгебре Uq(sl(m,n)). Мы описываем также изоморфизмы между
квантовыми ассоциативными супералгебрами типа Uq(sl(m,n)), как сохраня-
ющими, так и меняющими структуру супералгебры Хопфа. Главную роль в
таком описании играет квантовый группоид Вейля и его представление авто-
морфизмами квантовой супералгебры. Мы также получаем явные формулы
для универсальных R-матриц и описываем связь между ними в терминах
твистов, дающих представление элементов квантового группоида Вейля.
Список литературы
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Расстановки ладей в системах корней G2 и F4

и коприсоединённые орбиты
М.А. Сурков
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Пусть N — нильпотентная комплексная группа Ли, n — её алгебра Ли,
n∗ — двойственное пространство. Группа N действует на алгебре Ли n с по-
мощью присоединённого представления; двойственное представление в про-
странстве n∗ называется коприсоединённым. Согласно методу орбит А.А. Ки-
риллова, орбиты коприсоединённого представления играют ключевую роль в
теории представлений группы N [6].

Нас будет интересовать случай, когдаN — унипотентный радикал борелев-
ской подгруппы B простой комплексной алгебраической группы G. Полная
классификация коприсоединённых орбит в n∗ является дикой задачей, поэто-
му особый интерес представляет изучение тех или иных важных классов или
серий орбит. Почти все сколь-нибудь полно исследованные на сегодня орби-
ты относятся к так называемым орбитам, ассоциированным с расстановками
ладей в системах корней.

Пусть Φ — система корней группы G, Φ+ — множество положительных
корней относительно B, {eα, α ∈ Φ+} — базис алгебры n, состоящий из кор-
невых векторов, {e∗α, α ∈ Φ+} — двойственный базис пространства n∗. Рас-
становкой ладей называется подмножество D ⊂ Φ+, состоящее из корней с
попарно неположительными скалярными произведениями. Для любого отоб-
ражения ξ : D → C× определим линейную форму fD,ξ =

∑
β∈D ξ(β)e∗β ∈ n∗;

пусть ΩD,ξ ⊂ n∗ — её орбита. Мы будем говорить, что орбита ΩD,ξ ассо-
циирована с расстановкой D. К примеру, в случае Φ = An−1 все орбиты
максимальной размерности ассоциированы с одной и той же ортогональной
расстановкой ладей, называемой каскадом Костанта.

Назовём расстановку D несингулярной, если из того, что α и β лежат в D
следует, что α − β /∈ D. Например, для Φ = An−1 все расстановки являются
несинуглярными.

Орбиты, ассоциированные с ортогональными расстановками ладей (в част-
ности, с каскадами Костанта) подробно изучались в работах [2], [3], [7], [8].
В процессе изучения возникла следующая гипотеза.

Гипотеза. Пусть D — несингулярная ортогональная расстановка ладей,
ξ1, ξ2 — разные отображения из D в C×. Тогда ΩD,ξ1 и ΩD,ξ2 не совпадают.

Для Φ = An−1 это следует из результатов А.Н. Панова [8]. Для остальных
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классических серий Bn, Cn, Dn доказательство гипотезы сводится, в сущно-
сти, к случаю An−1. В работе [6] М.В. Игнатьев и А.А. Шевченко доказали,
что гипотеза верна при Φ = E6, E7 или E8 для некоторых (но не всех) рас-
становок ладей. Основной результат моего доклада звучит так.

Теорема. Гипотеза верна для Φ = G2 или F4.

Для G2 это несложное упражнение, а для F4 требуется модификация ар-
гумента из работы [6], которая, по сути, тоже сводит задачу к случаю An−1,
где можно применить более сильные результаты К. Андре [1].

Доклад основан на совместной работе с М.В. Игнатьевым [4].
Работа выполнена в рамках реализации Программы развития Научно-

образовательного математического центра Приволжского федерального окру-
га (соглашение № 075–02–2021–1393).
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Группы автоморфизмов и когомологии Дольбо
комплексных момент-угол многообразий
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Доклад основан на работе автора под руководством Т.Е. Панова [1].
Пусть Σ — полный веер с m лучами в Rn. Определим универсальный тор-

сор веера Σ — квазиаффинное многообразие U(Σ) — следующим образом:

U(Σ) = Cm \
{

(z1, . . . , zm) ∈ Cm
∣∣ zi1 = . . . = zik = 0 ⇐⇒ {i1, . . . , ik} /∈ Σ

}
Выберем на каждом из лучей веера Σ образующую ρi. Тогда определён опе-
ратор веера:

AΣ : Rm → Rn, ei 7→ ρi.

Рассмотрим вещественную группу Ли:

HΣ = exp(kerAΣ).

Пусть m−n — чётное число, тогда на HΣ можно ввести комплексную струк-
туру. Фактор-многообразие

ZΣ = U(Σ)/HΣ

называется в этом случае комплексным момент-угол многообразием, ассо-
циированным с веером Σ.
Обозначим через Ãut(Σ) нормализатор в группе регулярных автоморфизмов
многообразия U(Σ) замыкания по Зарисскому группы HΣ в комплексном то-
ре (C×)m. Структура этой группы была подробна описана Д. Коксом в [2].

Теорема. Группа AutO(ZΣ) голоморфных автоморфизмов многообразия ZΣ

вписывается в естественную точную последовательность:

1→ HΣ → Ãut(Σ)→ AutO(ZΣ)→ 1.

Список литературы
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Когомологии Галуа связных редуктивных групп над R
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Когомологии Галуа служат универсальным инструментом для изучения
алгебраических групп и их действий, определённых над алгебраически неза-
мкнутым полем k. Когомологии Галуа применяются в диофантовых задачах
теории алгебраических групп, в классификации k-форм различных объектов,
таких, как конечномерные алгебры или квазипроективные многообразия, в
описании G(k)-орбит на множестве k-точек X(k) алгебраического многооб-
разия X с действием алгебраической группы G, определённым над k, и т.п.
Особый интерес представляют когомологии Галуа алгебраических групп над
числовыми полями. Их вычисление по существу сводится к когомологиям
Галуа над k = R [4, Cor. 4.5], [2, Thm. 5.11].

Доклад посвящён вычислению (первых, неабелевых) когомологий Галуа
связных линейных алгебраических групп над R. Разложение Леви G = Gunio
Gred линейной алгебраической группы G вместе с тривиальностью множества
когомологий H1(R, Guni) сводит задачу к случаю редуктивной группы.

Пусть теперь G — связная редуктивная группа, определённая над R. Вы-
берем максимальный анизотропный тор T0 ⊆ G и рассмотрим единственный
максимальный тор T = ZG(T0), содержащий T0. Положим

N0 = {n ∈ NG(T0) | nn̄−1 ∈ T0}

(где черта обозначает операцию комплексного сопряжения на G). Группа
N0 действует на T0 скрученными сопряжениями: t n7→ ntn̄−1. Из основно-
го результата работы [1] несложно вывести, что естественное отображение
H1(R, T )→ H1(R, G) задаёт биекцию

(T0)2/Ŵ0 −→ H1(R, G),

где (T0)2 — множество элементов порядка ≤ 2 в T0, а Ŵ0 — конечная фак-
торгруппа группы N0, эффективно действующая на T0.

«Логарифмирование» этого действия приводит к кристаллографической
группе W̃0 = X∨0 oW0 движений евклидова пространства t0(R) = LieT0(R),
где X∨0 — проекция решётки кохарактеров X∨ тора T в t0, действующая на
t0(R) параллельными переносами, а группа W0 = N0/(N0 ∩ T ) действует
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ортогональными линейными преобразованиями. Таким образом, T0(R)/Ŵ0

отождествляется с t0(R)/W̃0.
Рассмотрим разложение в почти прямое произведение G = Gss · S, где Gss

— полупростая часть, а S — связный центр группы G. Решётка X∨0 содержит
подрешётку конечного индекса Q∨0 ⊕Λ∨0 , прямые слагаемые которой суть про-
екции решётки кокорней Q∨ группы G и решётки кохарактеров Λ∨ тора S
в t0, соответственно. Группа W̃r = Q∨0 oW0 порождена отражениями, и её
фундаментальная область есть декартово произведение

∆1 × · · · ×∆m × s0(R)

симплексов ∆i, метрическая структура которых задаётся аффинными диа-
граммами Дынкина R-простых факторов группы Gss, и евклидова простран-
ства s0(R) = t0(R) ∩ LieS.

Мы описываем конечное подмножество

K(G) ⊂ ∆1 × · · · ×∆m × s0(R)/Λ∨0 ,

W̃0-орбиты точек которого соответствуют Ŵ0-орбитам в (T0)2. Точки множе-
ства K(G) параметризуются неотрицательными целочисленными отметками
при вершинах вышеупомянутых аффинных диаграмм Дынкина и элемента-
ми некоторой конечной подгруппы компактного тора s0(R)/Λ∨0 , удовлетворя-
ющими условиям согласованности. В итоге мы получаем эффективное ком-
бинаторное описание когомологий Галуа.

Теорема. H1(R, G) ' K(G)/F0, где F0 = X∨0 /(Q
∨
0 ⊕ Λ∨0 ) — конечная абе-

лева группа с явно заданным действием на множестве K(G).

Доклад основан на совместной работе с М.В. Боровым, выполненной при
финансовой поддержке РФФИ по гранту 20–01–00091 и Минобрнауки РФ в
рамках реализации программы Московского центра фундаментальной и при-
кладной математики по соглашению №075–15–2019–1621. Основные результа-
ты для полупростого случая опубликованы в [3].

Список литературы
[1] М.В. Боровой. Когомологии Галуа вещественных редуктивных групп и ве-
щественные формы простых алгебр Ли. Функц. анализ и его прил. 22 (1988),
no. 2, 63–64.
[2] M. Borovoi. Abelian Galois cohomology of reductive groups. Mem. Amer.
Math. Soc. 132, no. 626, 1998.

56



[3] M. Borovoi, D.A. Timashev. Galois cohomology of semisimple groups
via Kac labelings. Transform. Groups, 2021, published online, DOI:
10.1007/s00031-021-09646-z.
[4] J.-J. Sansuc. Groupe de Brauer et arithmétique des groupes algébriques linéaires
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Положительные грассманианы, грассмановы ожерелья и
колчанные грассманианы для циклических колчанов

Е.Б. Фейгин
НИУ ВШЭ, Сколтех, Москва, Россия

evgfeig@gmail.com

Положительные грассманианы Gr(k, n)+ над вещественными числами бы-
ли определены и изучены А. Постниковым. В частности, им было построено
клеточное разбиение Gr(k, n)+ и определён ряд комбинаторных объектов, ко-
торые параметризуют клетки. Одним из таких объектов являются грассма-
новы ожерелья — наборы подмножеств конечного множества, удовлетворяю-
щие специальным условиям. Для каждой пары натуральных чисел k < n мы
строим комплексное алгебраическое многообразие X(k, n), клетки которого
также параметризуются грассмановыми ожерельями. Эти многообразия яв-
ляются колчанными грассманианами для циклических колчанов. Мы изуча-
ем алгебро-геометрические и комбинаторные свойства многообразий X(k, n).
В частности, мы описываем неприводимые компоненты X(k, n) и устанавли-
ваем связь между полиномами Пуанкаре Gr(k, n)+ иX(k, n). Доклад основан
на совместной работе с Мартиной Ланини и Александром Пютцем.

О феномене продолжения Гартогса в сферических многообразиях
С.В. Феклистов

Сибирский федеральный университет, Красноярск, Россия
sergeyfe2017@yandex.ru

Доклад посвящён обобщению классической теоремы Гартогса о стирании
компактных особенностей [3] на случай некомпактных комплексных сфери-
ческих многообразий.

Пусть (X,O) — связное приведённое комплексное аналитическое простран-
ство.

Определение. Будем говорить, что X допускает феномен Гартогса, если
для любой области D ⊂ X и любого компактного множества K ⊂ D такого,
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что D \ K связно, гомоморфизм ограничения H0(D,OX) → H0(D \ K,OX)
является изоморфизмом.

Используется когомологический подход, который восходит к работе Ж.-П.
Серра [4], а именно, изучается группа когомологий H1

c (X,O). Оказывается,
что для некоторого класса комплексных пространств (в который входят сфе-
рические многообразия) верно, что пространство допускает феномен Гартогса
в том и только том случае, когда указанная группа тривиальна.

Прежде, чем сформулировать основной результат, введём следующие обо-
значения. Со сферическим однородным пространством G/H можно связать
следующие данные:

• конус нормирований: V— множество всехG-нормирований поляC(G/H);

• множество цветов: D — все B-стабильные простые дивизоры G/H (где
B — борелевская подгруппа в G);

• весовая решётка: Λ := C(G/H)(B)/C∗ (это подрешетка в решётке харак-
теров X(T ) максимального алгебраического тора T ⊂ B ⊂ G).

Заметим, что каждое нормирование v : C(G/H)→ Z задаёт точку χ(v) ∈
Hom(Λ,Z) и V⊗R является выпуклым полиэдральным конусом вHom(Λ,R).

Пусть теперь X ′ — некомпактное сферическое многообразие и пусть X ′′ —
его компактификация, являющаяся сферическим многообразием. Будем рас-
сматривать случай, когда аналитическое множество X ′′ \ X ′ является связ-
ным.

Пусть V(X ′′) — множество простых G-стабильных дивизоров X ′′. Поло-
жим

X := X ′′ \
⋃

D⊂X ′,D∈V(X ′′)

D.

Каждому B-стабильному простому дивизору D в X (это в точности эле-
мент множества V(X) ∪ D) соответствует нормирование vD и точка aD :=
χ(vD) ∈ Hom(Λ,R).

Пусть C = {λ ∈ Λ ⊗ R | 〈λ, aD〉 ≥ 0∀D ∈ V(X) ∪ D} и X+ — конус
доминантных характеров тора T .

Тогда имеем следующий результат.

Теорема. Многообразие X ′ допускает феномен Гартогса тогда и только
тогда, когда X+ ∩ C = 0.

Доказательство основано на некоторых результатах о представлениях ре-
дуктивных групп в пространствах Фреше (см. [1, Глава 5]).
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Отметим, что случай, когда X ′ является торическим многообразием, был
изучен в работе [2].
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Разрешимые нелиевы супералгебры Лейбница, у которых
нильрадикал есть супералгебра Ли максимального нильиндекса

А.Х. Худойбердиев, Х.А. Муратова
Институт математики им. В.И. Романовского при АН РУз,

Ташкент, Узбекистан
khabror@mail.ru, xalkulova@gmail.com

Изучение разных обобщений алгебр Ли является важной задачей, и такие
объекты на протяжение многих лет активно исследуется со стороны многих
алгебраистов. Супералгебры Ли и алгебры Лейбница являются обобщениями
алгебр Ли. Супералгебры Ли возникли из свойств суперсимметрии в мате-
матической физике, и они зарекомендовали себя как универсальный объект
в современной алгебре. Алгебры Лейбница были введены как алгебры, у ко-
торых всякий оператор правого умножения является дифференцированием.
Раз супералгебры Лейбница обобщают не только алгебры Лейбница, но и су-
пералгебры Ли, то, естественно, их изучение должно проходить в некоторой
степени параллельно исследованиям данных многообразий.

Основные понятия и систематическое изложение основ супералгебр Ли
даны в монографии В.Г. Каца [4]. Простые, полупростые суперлагебры Ли
изучены в работах В.Г. Каца, Ф.А. Березина, В.С. Ретаха, а разрешимые
супералгебры Ли, у которых нильрадикалом является алгебра Гейзенберга,
рассматривались в работе [5]. Для изучения нильпотентных супералгебр уста-
навливаются некоторые условия, такие, как индекс нильпотентности, харак-
теристическая последовательность и т.д. Например, в работе [2] были клас-
сифицированы нильпотентные супералгебры Ли с максимальным индексом
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нильпотентности n + m, где n, m — размерности чётной и нечётной частей
супералгебры соответственно.

Понятие супералгебры Лейбница впервые было введено в работе С. Аль-
беверио, Ш.А. Аюпова и Б.А. Омирова [1] в 2005 году, и в этой работе доказа-
но, что (n+m)-мерная супералгебра Лейбница имеет максимальный индекс
нильпотентности n + m + 1. Далее, нильпотентные супералгебры Лейбница
с нильиндексом (n+m) получены в серии работ Б.А. Омирова, А.Х. Худой-
бердиева и других.

В данной работе классифицируются нелиевы разрешимые супералгебры
Лейбница, у которых нильрадикалом является (m+ 2)-мерная супералгебра
Ли с нильиндексом m+ 2, то есть с максимальным нильиндексом.

Определение 1. Z2-градуированная алгебра G = G0 ⊕ G1 называется су-
пералгеброй Ли, если она снабжена произведением [−,−], которое удовлетво-
ряет следующим условиям:
1. [x, y] = −(−1)αβ[y, x], для любых x ∈ Gα, y ∈ Gβ;
2. (−1)αγ[x, [y, z]] + (−1)βα[y, [z, x]] + (−1)γβ[z, [x, y]] = 0 для любых x ∈ Gα,
y ∈ Gβ, z ∈ Gγ (cупертождество Якоби).

Определение 2. Z2-градуированная алгебра L = L0 ⊕ L1 называется су-
пералгеброй Лейбница, если она снабжена произведением [−,−], которое удо-
влетворяет следующему условию:[

x, [y, z]
]

=
[
[x, y], z

]
− (−1)αβ

[
[x, z], y

]
для всех x ∈ L, y ∈ Lα, z ∈ Lβ (супертождество Лейбница).

В следующей теореме приведена классификация нильпотентной суперал-
гебры Ли максимального нильиндекса.

Теорема 1 [2]. Пусть G — супералгебра Ли нильиндекса n + m. Тогда
n = 2, m нечётное и существует базис {e1, e2, y1, y2, . . . , ym} супералгебры G

такой, что умножения в этом базисе имеют следующий вид:

N2,m : [yi, e1] = yi+1, 1 6 i 6 m− 1, [ym+1−i, yi] = (−1)i+1e2, 1 6 i 6
m+ 1

2
.

Надо отметить, что разрешимые супералгебры Ли с нильрадикалом N2,m

были классифицированы в работах [3] и [4] разными методами. Мы приведем
классификацию разрешимых нелиевых супералгебр Лейбница,
у которых нильрадикалом является супералгебра Ли максимального
нильиндекса N2,m .
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Лемма 1. Пусть L = L0 ⊕ L1 — разрешимая супералгебра Лейбница, у
которой нильрадикал изоморфен N2,m и L0 – алгебра Ли. Тогда L является
супералгеброй Ли.

Из Леммы 1 следует, что нелиева супералгебра Лейбница с нильрадикалом
N2,m имеет нелиевую чётную часть, то есть L0 — нелиева алгебра Лейбница.

Теорема 2.Пусть L— нелиева разрешимая супералгебра Лейбница такая,
что L2 ∼= N2,m. Тогда dim(L) = m+3 и L изоморфна следующей супералгебре:

M :



[e1, x] = −[x, e1] = e1,

[x, x] = e2,

[yi, e1] = yi+1, 1 6 i 6 m− 1,

[ym+1−i, yi] = (−1)i+1e2, 1 6 i 6
m+ 1

2
,

[yi, x] = −[x, yi] = (i− m+ 1

2
)yi, 1 6 i 6 m.
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Бесконечная транзитивность для групп автоморфизмов
плоскости, порождённых конечным набором

аддитивных подгрупп
А.И. Чистопольская

НИУ ВШЭ, Москва, Россия
achistopolskaya@gmail.com

Доклад основан на совместной работе с Григорием Тарояном [1].
Пусть K — алгебраически замкнутое поле характеристики 0 и a, b ∈ Z>0.

Рассмотрим следующие группы автоморфизмов аффинной плоскости A2:

Ha : (x, y) 7→ (x+ αya, y) и Kb : (x, y) 7→ (x, y + βxb), α, β ∈ K .

Группа G действует на множестве X бесконечно транзитивно, если для
любых двух наборов различных точек (x1, . . . , xm) и (y1, . . . , ym) множества
X найдётся такой элемент g ∈ G, что g.xi = yi для i = 1, . . . ,m.

Теорема 1. Группа 〈H1, Kd1, . . . , Kdm〉 действует на A2 \ {0} бесконечно
транзитивно тогда и только тогда, когда GCD(d1 − 1, . . . , dm − 1) = 1.

Теорема 2. Группа 〈Hc1, . . . , Hcs, Kd1, . . . , Kdm〉 действует на A2 \ {0} бес-
конечно тразнитивно тогда и только тогда, когда

Z
〈(
−1 c1

)
, . . . ,

(
−1 cs

)
,
(
d1 −1

)
, . . . ,

(
dm −1

)〉
= Z2.
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Эйлерово-симметричные проективные торические многообразия
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Пусть Z ⊂ Pn — проективное алгебраическое многообразие над полем C.
Мы будем говорить, что гладкая точка x ∈ Z является эйлеровой, если су-
ществует действие группы C× на Pn такое, что выполнены следующие три
условия:

• многообразие Z инвариантно относительно этого действия;
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• точка x — изолированная в Z неподвижная точка относительно этого
действия;

• индуцированное действие на TxZ состоит из скалярных операторов.

Многообразие Z является эйлерово-симметричным, если существует от-
крытое подмножество U ⊂ Z, состоящее из эйлеровых точек. В [1] Baohua Fu
и Jun-Muk Hwang классифицировали эйлерово-симметричные многообразия
и доказали, что на всех эйлерово-симметричных многообразиях существует
аддитивное действие.

В своем докладе я приведу доказательство того, что в случае проектив-
ных торических многообразий верно и обратное: любое проективное тори-
ческое многообразие, допускающее аддитивное действие, является эйлерово-
симметричным. Также я дам описание всех эйлеровых точек на проективных
торических многообразиях.

Список литературы
[1] B. Fu, J.-M. Hwang. Euler-symmetric projective varieties, arXiv:
math.AG/1707.06764 (2017).

Многообразия Севери–Брауэра и их автоморфизмы
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НИУ ВШЭ, Москва, Россия

costya.shramov@gmail.com

Многообразие Севери–Брауэра над полем k — это такое многообразие, что
его расширение скаляров на алгебраическое замыкание поля k изоморфно
проективному пространству. Я расскажу про некоторые результаты о груп-
пах автоморфизмов таких многообразий. Во-первых, мы обсудим ограничен-
ность конечных подгрупп в группах автоморфизмов многообразий Севери–
Брауэра, соответствующих центральным простым алгебрам с делением, опре-
делённым над полем, которое содержит все корни из единицы, а также более
общие теоремы о конечных подгруппах в алгебраических группах над таки-
ми полями. Во-вторых, я опишу классификацию конечных групп, которые
могут действовать на нетривиальных поверхностях Севери–Брауэра над по-
лями нулевой характеристики, и сформулирую некоторые открытые вопросы
в этом направлении.
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