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Ïðåäèñëîâèå

×åòâ¼ðòàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è
òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿ ïðîõîäèëà â Ìîñêâå ñ 27 ÿíâàðÿ ïî 1 ôåâðàëÿ 2014 ãî-
äà. Å¼ îðãàíèçàòîðàìè áûëè Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Íåçàâèñèìûé
Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò è Ñîâìåñòíàÿ Ðóññêî-Ôðàíöóçñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ èì.
Æ.-Â. Ïîíñåëå. (Ïåðâàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ïðîõîäèëà â Ñàìàðå 2009 ãîäó,
âòîðàÿ � â Ìîñêâå â 2011 ãîäó, à òðåòüÿ � â Òîëüÿòòè â 2012 ãîäó, ïîäðîá-
íîñòè ñì. íà ñàéòå http://halgebra.math.msu.su/alg_conf/main.shtml.)

Ïðîãðàììíûé êîìèòåò øêîëû êîíôåðåíöèè: Ý.Á. Âèíáåðã (ÌÃÓ èì. Ì.Â.
Ëîìîíîñîâà, ïðåäñåäàòåëü), È.Â. Àðæàíöåâ (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà),
Â.À. Àðòàìîíîâ (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà), Í.À. Âàâèëîâ (ÑÏáÃÓ), Ì.Õ.
Ãèçàòóëëèí (ÒÃÓ), Ì.Â. Çàéöåâ (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà), À.Ñ. Êëåù¼â
(Óíèâåðñèòåò Îðåãîíà, ÑØÀ), Â.Í. Ëàòûøåâ (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà),
À.Í. Ïàíîâ (ÑàìÃÓ), Ä.À. Òèìàø¼â (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà), Â.È. ×åð-
íîóñîâ (Óíèâåðñèòåò Àëüáåðòû, Êàíàäà), Î.Ê. Øåéíìàí (Ìàòåìàòè÷åñêèé
èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ).

Îðãàíèçàöèîííûé êîìèòåò øêîëû-êîíôåðåíöèè: Â.Í. ×óáàðèêîâ (ÌÃÓ
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ïðåäñåäàòåëü), È.Â. Àðæàíöåâ (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìî-
íîñîâà, çàì. ïðåäñåäàòåëÿ), À.Í. Ïàíîâ (ÑàìÃÓ, çàì. ïðåäñåäàòåëÿ), Ì.À.
Öôàñìàí (ÍÌÓ), Ä.À. Òèìàø¼â (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà), Ñ.À. Ãàé-
ôóëëèí (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà), Ì.Â. Èãíàòüåâ (ÑàìÃÓ), Ê.Ã. Êóþì-
æèÿí (ÂØÝ), Ï.Þ. Êîòåíêîâà (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà), Ñ.Í. Ôåäîòîâ
(ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà).

Ó÷àñòíèêàìè øêîëû áûëè ñòóäåíòû, àñïèðàíòû è ìîëîäûå ó÷¼íûå èç Ðîñ-
ñèè è äðóãèõ ñòðàí. Èì áûëè ïðî÷èòàíû ñëåäóþùèå ëåêöèîííûå êóðñû:

• Ñôåðè÷åñêèå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà è ñôåðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
(Ð.Ñ. Àâäååâ, ÌÈÎÎ, Ìîñêâà, è Ä.Í. Àõèåçåð, ÈÏÏÈ ÐÀÍ, Ìîñêâà);

• Òåîðåìû òèïà Øåâàëëå

(Ý.Á. Âèíáåðã, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà);

• Ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ

(Ä. Ìàêàð-Ëèìàíîâ, Èíñòèòóò Ìàêñà Ïëàíêà, Áîíí, Ãåðìàíèÿ);

• Íèëüïîòåíòíûå îðáèòû è îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ

(À. Ìåëüíèêîâà, Óíèâåðñèòåò Õàéôû, Èçðàèëü);
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• Îáîáù¼ííûå ìîäóëè Õàðèø-×àíäðû: àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ
(È. Ïåíêîâ, Óíèâåðñèòåò ßêîáñà, Áðåìåí, Ãåðìàíèÿ);

• Íåàññîöèàòèâíàÿ òåîðèÿ Ëè
(È.Ï. Øåñòàêîâ, Óíèâåðñèòåò Ñàí-Ïàóëó, Áðàçèëèÿ, è Èíñòèòóò ìàòå-
ìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê).

Ñáîðíèê ñîäåðæèò òåçèñû äîêëàäîâ ó÷àñòíèêîâ øêîëû-êîíôåðåíöèè.
Ïðîâåäåíèå øêîëû-êîíôåðåíöèè áûëî ïîääåðæàíî ãðàíòîì ÐÔÔÈ è ôîí-

äîì Äìèòðèÿ Çèìèíà ¾Äèíàñòèÿ¿.

Îðãêîìèòåò
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Áåñêîíå÷íàÿ òðàíçèòèâíîñòü íà óíèâåðñàëüíûõ òîðñîðàõ
È.Â. Àðæàíöåâ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, Ðîññèÿ
arjantse@mccme.ru

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå c Õåíäðèêîì Çþññîì è Àëåêñàíäðîì
Ïåðåïå÷êî [4].

Äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ m-òðàíçèòèâíûì, åñëè
äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê (a1, . . . , am) è (a′1, . . . , a

′
m) â A

íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò g ∈ G, ÷òî g · ai = a′i äëÿ i = 1, . . . ,m. Äåéñòâèå,
êîòîðîå m-òðàíçèòèâíî äëÿ âñåõ m, íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî òðàíçèòèâíûì.

Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì K íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíîå äåéñòâèå
Ga ×X → X àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Ga = (K,+). Îáðàç Ga â ãðóïïå
Aut(X) íàçîâåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé óíèïîòåíòíîé ïîäãðóïïîé è ðàññìîò-
ðèì ïîäãðóïïó SAut(X) â Aut(X), ïîðîæäåííóþ âñåìè òàêèìè ïîäãðóïïàìè.
Ïóñòü Xreg � ìíîæåñòâî ãëàäêèõ òî÷åê â X. Íàçîâåì òî÷êó x ∈ Xreg ãèáêîé,
åñëè êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxX ïîðîæäåíî êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê
îðáèòàì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï. ÌíîãîîáðàçèåX ãèá-

êîå, åñëè âñå òî÷êè x ∈ Xreg ÿâëÿþòñÿ ãèáêèìè. Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ
íåïðèâîäèìîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè íå íèæå 2 òðàíçèòèâ-
íîñòü äåéñòâèÿ ãðóïïû SAut(X) íà Xreg âëå÷åò áåñêîíå÷íóþ òðàíçèòèâíîñòü
ýòîãî äåéñòâèÿ, è îáà ñâîéñòâà ðàâíîñèëüíû ãèáêîñòè X. Â äàííîé ðàáîòå ìû
ïåðåíîñèì ýòîò ðåçóëüòàò íà êâàçèàôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ðàññìîòðèì íîðìàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Y áåç íåïîñòîÿííûõ îáðàòèìûõ
ôóíêöèé è ñî ñâîáîäíîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ
Cl(Y ). Ïóñòü WDiv(Y ) � ãðóïïà äèâèçîðîâ Âåéëÿ íà Y è K ⊆ WDiv(Y )
� ïîäãðóïïà, äëÿ êîòîðîé ïðîåêöèÿ K → Cl(Y ) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
Îïðåäåëèì ïó÷îê Êîêñà êàê ïó÷îê K-ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð

R :=
⊕

[D]∈Cl(Y )

R[D], R[D] := OY (D),

ãäå D ∈ K ïðåäñòàâëÿåò êëàññ [D] ∈ Cl(Y ) è óìíîæåíèå â R îïðåäåëÿåòñÿ
óìíîæåíèåì îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ â ïîëåK(Y ). Êîëüöî Êîêñà ìíîãîîáðàçèÿ
Y � ýòî êîëüöî R(Y ) ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ïó÷êà R.

Ïóñòü Y ãëàäêî. Òîãäà ïó÷îê R ëîêàëüíî èìååò êîíå÷íûé òèï, è îòíî-
ñèòåëüíûé ñïåêòð q : SpecYR → Y îïðåäåëÿåò êâàçèàôôèííîå ìíîãîîáðàçèå
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X = SpecYR. Áîëåå òîãî, ìîðôèçì q ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàñ-
ñëîåíèåì ñ àëãåáðàè÷åñêèì òîðîì â êà÷åñòâå ñëîÿ. Ýòîò ìîðôèçì íàçûâàåòñÿ
óíèâåðñàëüíûì òîðñîðîì íàä ìíîãîîáðàçèåì Y . Ïîäðîáíåå îá óíèâåðñàëü-
íûõ òîðñîðàõ ìîæíî ïðî÷èòàòü â [6] è [2].

Íåïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Y íàçîâåì A-ïîêðûòûì, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ïîêðûòèå Y = U1 ∪ . . .∪Ur, ÷òî êàæäàÿ êàðòà Ui
èçîìîðôíà àôôèííîìó ïðîñòðàíñòâó An.

Òåîðåìà. Ïóñòü Y � A-ïîêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè íå íèæå 2
è q : X → Y � óíèâåðñàëüíûé òîðñîð íàä Y . Òîãäà ãðóïïà SAut(X) äåéñòâó-
åò íà êâàçèàôôèííîì ìíîãîîáðàçèè X áåñêîíå÷íî òðàíçèòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïîíÿòèÿõ öèëèíäðà [5] è òðàíñâåðñàëüíîãî
ïîêðûòèÿ öèëèíäðàìè [1]. Òàêæå â ðàáîòå ìû îïèñûâàåì øèðîêèå êëàññû
A-ïîêðûòûõ ìíîãîîáðàçèé.

Âîïðîñ. Ïóñòü Y � A-ïîêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì

êîëüöîì Êîêñà R(Y ). Âåðíî ëè, ÷òî àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå SpecR(Y ) ÿâ-
ëÿåòñÿ ãèáêèì?

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] À.Þ. Ïåðåïå÷êî. Ãèáêîñòü àôôèííûõ êîíóñîâ íàä ïîâåðõíîñòÿìè äåëü
Ïåööî ñòåïåíåé 4 è 5. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ 47 (2013),
âûï. 4, 45�52, ñì. òàêæå arXiv: math.AG/1108.5841.
[2] I. Arzhantsev, U. Derenthal, J. Hausen, A. Laface. Cox rings. Êíèãà ïðèíÿòà
ê ïóáëèêàöèè â èçäåòåëüñòâå Cambridge University Press, ñåðèÿ Cambridge
Studies in Advanced Mathematics, ñì. òàêæå arXiv: math.AG/1003.4229.
[3] I. Arzhantsev, H. Flenner, S. Kaliman, F. Kutzschebauch, M. Zaidenberg.
Flexible varieties and automorphism groups. Duke Math. J. 162 (2013), no. 4,
767�823, ñì. òàêæå arXiv: math.AG/1011.5375.
[4] I. Arzhantsev, A. Perepechko, H. Suess. In�nite transitivity on universal torsors.
To appear in the Journal of the London Mathematical Society, ñì. òàêæå arXiv:
math.RT/1302.2309.
[5] T. Kishimoto, Yu. Prokhorov, M. Zaidenberg. Group actions on a�ne cones.
CRM Proceedings and Lecture Notes 54, Amer. Math. Soc., 2011, 123�164, ñì.
òàêæå arXiv: math.AG/0905.4647.
[6] A.N. Skorobogatov. Torsors and rational points. Cambridge Tracts
in Mathematics 144, Cambridge University Press, Cambridge, 2001.
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Î ïîëóïðîñòûõ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáðàõ Õîïôà
Â.À. Àðòàìîíîâ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, Ðîññèÿ

artamon@mech.math.msu.su

Ïóñòü H � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Õîïôà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü èëè áîëüøåé ðàçìåðíîñòè H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G
ãðóïïó ãðóïïîâûõ ýëåìåíòîâ äóàëüíîé àëãåáðû Õîïôà H∗. Îíà ñîñòîèò èç
ãîìîìîðôèçìîâ k-àëãåáð H → k. Èìåþòñÿ äâà ïåðåñòàíîâî÷íûõ äåéñòâèÿ
g ⇀ h, h ↼ g ãðóïïû G â H. Èìåííî, åñëè h ∈ H è ïðè ïðèìåíåíèè
êîóìíîæåíèÿ ∆ èìååì

∆(h) =
∑
h

h(1) ⊗ h(2) ∈ H ⊗H,

òî äëÿ g ∈ G è h ∈ H ïîëàãàåì

g ⇀ h =
∑
h

h(1)〈g, h(2)〉, h ↼ g =
∑
h

〈g, h(1)〉h(2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé ðàçìåðíîñòè, áîëüøåé 1, ó H èìååòñÿ íå áî-
ëåå îäíîãî íåïðèâîäèìîãî ìîäóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íà êàæäîì íåïðèâîäèìîì
íåîäíîìåðíîì H-ìîäóëå èìååòñÿ ïðîåêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G×G,
èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèåì (g, f)h = g ⇀ h ↼ f , ãäå g, f ∈ G è h ∈ H [3].

Ïîêàçàíî, ÷òî êîóìíîæåíèå â H ñîãëàñîâàíî ñ óêàçàííûì äåéñòâèåì â
ìîäóëÿõ è íàïîìèíàåò ìàòðè÷íóþ êîàëãåáðó.

Ðàíåå â [1], [4], [5], [2] îïèñàíû àëãåáðû Õîïôà H â ñëó÷àå îäíîãî íåïðè-
âîäèìîãî íåîäíîìåðíîãî H-ìîäóëÿ.

Ïîêàçàíî, ÷òî íå ìîæåò áûòü äâóõ íåïðèâîäèìûõ íåîäíîìåðíûõ H-ìîäó-
ëåé, ÿâëÿþùèõñÿ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿìèG ñ äåéñòâèåì⇀ è ãðóïïû
G×G ñ ïðèâåäåííûì âûøå äåéñòâèåì.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ð.Á. Ìóõàòîâ. Î ñòðóêòóðå ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Õîïôà. Ðóêîïèñü äåï. â
ÂÈÍÈÒÈ 17.10.2012, no. 405�Â2012, 17 ñ.
[2] Ñ.Þ. Ñïèðèäîíîâà. Îáîáùåííàÿ êîêîììóòàòèâíîñòü íåêîòîðûõ àëãåáð
Õîïôà è èõ ñâÿçü ñ êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Àëãåáðà è àíàëèç 25 (2013), no. 5,
253�269.
[3] V.A. Artamonov. On semisimple Hopf algebras with few representations of
dimension greater than one. Revista de la Uni�on Matem�atica Argentina 51 (2010),
no. 2, 91�105.
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[4] V.A. Artamonov, I.A. Chubarov. Dual algebras of some semisimple �nite
dimensional Hopf algebras. In: Modules and comodules. Trends in Mathematics.
Birkhauser Verlag, Basel, Switzerland, 2008, 65�85.
[5] V.A. Artamonov, I.A. Chubarov. Properties of some semisimple Hopf algebras.
In: Contemp. Math. 483. Algebras, representations and applications. A conference
in honour of Ivan Shestakov's 60th birthday, August 26 � September 1, 2007,
Maresias, Brazil. Edited by: V. Futorny, V. Kac, I. Kashuba and E. Zelmanov.
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Öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû Êàïåëëè
â óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðå U(g2)

Ä.Â. Àðòàìîíîâ
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

Ìîñêâà, Ðîññèÿ
artamonov.dmitri@gmail.com

Äîêëàä îñíîâàí íà ðàáîòå àâòîðà [1].
Â óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðå äëÿ îðòîãîíàëüíîé àëãåáðû èìå-

þòñÿ ñëåäóþùèå öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû, íàçûâàåìûå ýëåìåíòàìè Êàïåëëè.
Ïóñòü Fij = Eij − Eji, i, j = 1, . . . , N � ïîðîæäàþùèå îðòîãîíàëüíîé

àëãåáðû oN , F = (Fij) � ìàòðèöà, èç íèõ ñîñòàâëåííàÿ, FI = (Fij)i,j∈I ,
I ⊂ {1, . . . , N}, � å¼ ïîäìàòðèöà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç PfFI ïôàôôèàí ýòîé
ïîäìàòðèöû, âû÷èñëåííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì óìíîæåíèÿ â óíèâåðñàëüíîé
îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðå.

Ýëåìåíòû Êàïåëëè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Ck =
∑

I: |I|=k

(PfFI)
2.

Ýòè ýëåìåíòû öåíòðàëüíûå, àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå. Îíè ìîãóò áûòü
îõàðàêòåðèçîâàíû â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ äàòü êîíñòðóêöèþ àíàëîãè÷íûõ öåíòðàëüíûõ
ýëåìåíòîâ äëÿ ñëó÷àÿ àëãåáðû Ëè g2. Áóäåò äàíà õàðàêòåðèçàöèÿ ïîñòðîåí-
íûõ ýëåìåíòîâ â òåðìèíàõ èõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] D.V. Artamonov, V.A. Golubeva. Capelli Elements for the algebra g2. J. Lie
Theory 23 (2013), 589�606.
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Î äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòàõ äåéñòâèé ïîëóïðîñòûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï â íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ

Ï.Â. Áèáèêîâ
Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èì Â.À. Òðàïåçíèêîâà ÐÀÍ,

Ìîñêâà, Ðîññèÿ
tsdtp4u@proc.ru

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðà è Â.Â. Ëû÷àãèíà [2].
Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä êîìïëåêñíûì

ïîëåì C, è ρλ : G → GL(V ) � å¼ íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ñî ñòàðøèì
âåñîì λ.

Çàôèêñèðóåì áîðåëåâñêóþ ïîäãðóïïó B ãðóïïû G è ðàññìîòðèì îäíîðîä-
íîå ïðîñòðàíñòâî ôëàãîâ M := G/B. Äàëåå, ðàññìîòðèì äåéñòâèå B : G
áîðåëåâñêîé ãðóïïû B íà G ïðàâûìè ñäâèãàìè: g 7→ gb−1, ãäå g ∈ G è b ∈ B.
Íàêîíåö, îïðåäåëèì ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå E := G ×B C = G × C/∼,
ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: (g, c) ∼
(gb−1, χλ(b)c), ãäå χλ ∈ X(T ) � õàðàêòåð òîðà T ⊂ B, îòâå÷àþùèé ñòàðøåìó
âåñó λ.

Ââåäåì ðàññëîåíèå πλ : E → M , πλ(g, c) = gB. Ãîëîìîðôíûìè ñå÷åíèÿìè
ýòîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè f : G → C, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óñëîâèþ f(gb) = χλ(b)f(g) äëÿ âñåõ g ∈ G è b ∈ B.

Â ðàññëîåíèè πλ ëåâûìè ñäâèãàìè äåéñòâóåò ãðóïïà G. Ýòî äåéñòâèå ïðî-
äîëæàåòñÿ äî äåéñòâèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ πλ.
À èìåííî, g ◦ f(g′) = f(g−1g′). Ñîãëàñíî òåîðåìå Áîðåëÿ�Âåéëÿ�Áîòòà (ñì.,
íàïðèìåð, [3]), åñëè λ � äîìèíàíòíûé âåñ ãðóïïû G, ýòî äåéñòâèå èçîìîðôíî
ïðåäñòàâëåíèþ ρλ.

Â äîêëàäå áóäåò èçëîæåí íîâûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ïðåäñòàâëåíèé ïîëó-
ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, îñíîâàííûé íà òåîðåìå Áîðåëÿ�Âåéëÿ�Áîòòà.
Äëÿ ýòîãî ìû ââåäåì ïðîñòðàíñòâî äæåòîâ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ πλ, âû÷èñëèì
ïîëå äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà äæåòàõ ñå÷å-
íèé è, íàêîíåö, óêàæåì, êàê ïîñòðîåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû
çàäàþò G-îðáèòû ðåãóëÿðíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ πλ.

Èòàê, ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå πλ, îòâå÷àþùåå íåíóëåâîìó ñòàðøåìó âåñó λ.
Ïóñòü Jk(πλ) � ïðîñòðàíñòâî k-äæåòîâ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ πλ. Êàíîíè÷åñêèå
ïðîåêöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç

πλk,k−1 : Jk(πλ)→ Jk−1(πλ) è πλk : Jk(πλ)→M.

Ïóñòü òàêæå J∞(πλ) = lim
←−

Jk(πλ) � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ äæåòîâ.
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Äåéñòâèå ãðóïïû G íà ñå÷åíèÿõ ðàññëîåíèÿ πλ êàíîíè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ
äî äåéñòâèÿ íà âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ äæåòîâ Jk(πλ) è íà J∞(πλ) (ñì. [1]).

Íàïîìíèì, ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ J ∈ C(Jk(πλ)) íàçûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì äåéñòâèÿ ãðóïïû G ïîðÿäêà íå âûøå k, åñëè J
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà ïðîñòðàí-
ñòâå Jk(πλ).

Àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèðîâàíèå ∇ : C∞(J∞(πλ)) → C∞(J∞(πλ)) íàçû-
âàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñëè îíî ïåðåñòàíîâî÷íî ñ ïðîäîëæåííûì äåéñòâèåì
ãðóïïû G. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî èíâàðèàíòíûå äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ðàöèîíàëüíû ïî êîîðäèíàòàì J∞(πλ).

Êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà g ãðóïïû G ðàñêëàäûâàåòñÿ â îðòîãîíàëüíóþ (îòíî-
ñèòåëüíî ôîðìû Êèëëèíãà) ïðÿìóþ ñóììó g = b ⊕⊥ m êàñàòåëüíûõ àëãåáð
b è m áîðåëåâñêîé ãðóïïû B è ïðîñòðàíñòâà ôëàãîâ M ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî
ðàçëîæåíèå îïðåäåëÿåò íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå M èíâàðèàíòíóþ ñâÿç-
íîñòü áåç êðó÷åíèÿ Γ (ñâÿçíîñòü Íîìèäçó ; ñì. [4]), à â ðàññëîåíèè πλ �
èíâàðèàíòíóþ ñâÿçíîñòü ∆ (ñâÿçíîñòü Âàíà; ñì. [5]).

Òåîðåìà 1. Ñèììåòðè÷åñêèå ãîðèçîíòàëüíûå òåíçîðû Qk, çàäàâàåìûå
ðàâåíñòâàìè

Q1 = d̂s∆Q0 è Qk+1 = d̂sΓ⊗∆Qk ïðè k > 1,

ÿâëÿþòñÿ G-èíâàðèàíòíûìè äëÿ âñåõ k > 0 (çäåñü d̂s• � ïîëíûå ñèììåòðè-

÷åñêèå äèôôåðåíöèàëû ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ñâÿçíîñòÿì).

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ èíâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ ïîñòðîèì íàáîð èíâàðèàíòíûõ
äèôôåðåíöèðîâàíèé ∇1, . . . , ∇m, ãäå m = dimM .

Äàëåå, âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ôîðìû q1 è ñâÿçíîñòè Íîìèäçó Γ â ¾èí-
âàðèàíòîì áàçèñå¿ {∇1, . . . ,∇m}:

Li := q1(∇i), Γ∇i(∇j) =
m∑
k=1

Γkij∇k, ãäå 1 6 i, j 6 m.

Òåîðåìà 2. Ïîëå äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ ãðóïïû G
íà ïðîñòðàíñòâå J∞(πλ) ïîðîæäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè

Li, Γkij è èíâàðèàíòíûìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè ∇1, . . ., ∇m.

Òåïåðü ìû óêàæåì êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé ðàçäåëÿòü G-îðáèòû ñå÷åíèé
ðàññëîåíèÿ πλ è, êàê ñëåäñòâèå, G-îðáèòû íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρλ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî íåíóëåâîìó ñòàðøåìó âåñó λ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíîå ãîëîìîðôíîå ñå÷åíèå s ðàññëîåíèÿ πλ. Íàçîâåì ñå÷åíèå s ðåãóëÿð-
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íûì, åñëè ìíîæåñòâîM reg
s òî÷åê x ∈M , äëÿ êîòîðûõ 2-äæåòû [s]2x ðåãóëÿðíû,

ïëîòíî â M .
Îãðàíè÷åíèÿ áàçèñíûõ èíâàðèàíòîâ Li è Γkij íà ðåãóëÿðíîå ñå÷åíèå s ÿâëÿ-

þòñÿ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè íà ìíîæåñòâå M reg
s è çàäàþò îòîáðàæåíèå

hs : M reg
s → CN , hs(x) = (L1([s]

2
x), . . . ,Lm([s]2x),Γ

1
11([s]

2
x), . . . ,Γ

m
mm([s]2x)).

Ïóñòü Hs := Im(hs) � îáðàç îòîáðàæåíèÿ hs.

Òåîðåìà 3. Ðåãóëÿðíûå ñå÷åíèÿ s è s̃ ðàññëîåíèÿ πλ ÿâëÿþòñÿ G-ýêâè-
âàëåíòíûìè, åñëè è òîëüêî åñëè Hs = Hs̃.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ä.Â. Àëåêñååâñêèé, À.Ì. Âèíîãðàäîâ, Â.Â. Ëû÷àãèí. Îñíîâíûå èäåè è
ïîíÿòèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ñîâðåì.
ïðîáë. ìàò. Ôóíä. íàïðàâëåíèÿ, ò. 28, 1988.
[2] Ï.Â. Áèáèêîâ, Â.Â. Ëû÷àãèí. Äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû äåéñòâèé
ïîëóïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï â íåïðèâîäèìûõ ðàññëîåíèÿõ. Äîêëàäû
ÀÍ, â ïå÷àòè.
[3] R. Bott. Homogeneous vector bundles. Annals of Mathematics, Second Series
66 (1957), no. 2, 203�248.
[4] K. Nomizu. Invariant a�ne connections on homogeneous spaces. American
J. Math. 76 (1954), no. 1, 33�65.
[5] H.C. Wang. On invariant connections over a principal �ber bundle. Nagoya
Math. J. 13 (1958), 1�19.

Ðàññòàíîâêè ëàäåé, îðáèòû è áàçèñíûå ìíîãîîáðàçèÿ
À.Ñ. Âàñþõèí

Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ñàìàðà, Ðîññèÿ
safian.malk@gmail.com

Ïóñòü G = GLn(C) � ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà, B � å¼ áîðåëåâñêàÿ ïîä-
ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö, U � óíèïîòåíòíûé
ðàäèêàë ãðóïïû B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n àëãåáðó Ëè ãðóïïû U (îíà ñîñòîèò èç
âñåõ ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ íóëÿìè íà äèàãîíàëè) à ÷åðåç n∗ �
ñîïðÿæ¼ííîå ê íåé ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå óäîáíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàí-
ñòâîì ñòðîãî íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ ïîìîùüþ ôîðìû ñëåäà. Ãðóïïû B

è U äåéñòâóþò íà n ñîïðÿæåíèÿìè; äâîéñòâåííîå äåéñòâèå íà n∗ íàçûâàåò-
ñÿ êîïðèñîåäèí¼ííûì. Îðáèòû êîïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ èãðàþò âàæíóþ
ðîëü â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï B è U [2].
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Îòîæäåñòâèì ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé Φ+ ãðóïïû G ñ ìíîæå-
ñòâîì ïàð (i, j), 1 6 i < j 6 j. Ñ êàæäûì ïîäìíîæåñòâîì D ⊂ Φ è îòîáðà-
æåíèåì ξ : D → C× ìîæíî ñâÿçàòü ìàòðèöó

fD,ξ =
∑

(i,j)∈D

ξ(i, j)ej,i ∈ n∗

(çäåñü ei,j � îáû÷íûå ìàòðè÷íûå åäèíèöû). ÏîäìíîæåñòâîD íàçûâàåòñÿ ðàñ-
ñòàíîâêîé ëàäåé, åñëè ó ýòîé ìàòðèöû â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå
ñòîèò íå áîëåå îäíîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà (ýòî ñâîéñòâî íå çàâèñèò îò âûáîðà
îòîáðàæåíèÿ ξ).

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîïðèñîåäèí¼ííàÿ U -îðáèòà ΘD,ξ è êîïðèñîåäè-
í¼ííàÿ B-îðáèòà ΩD ìàòðèöû fD,ξ àññîöèèðîâàíû ñ ðàññòàíîâêîé ëàäåé D;
ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ΩD =

⋃
ξ ΘD,ξ (îáúåäèíåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì îòîáðàæå-

íèÿì èç D â C×). Ïðàêòè÷åñêè âñå ñêîëü-íèáóäü ïîëíî èçó÷åííûå ê íàñòî-
ÿùåìó âðåìåíè U -îðáèòû àññîöèèðîâàíû ñ òåìè èëè èíûìè ðàññòàíîâêàìè
ëàäåé (ñì., ê ïðèìåðó, [1]). Â ðàáîòå [4] ìû âû÷èñëèëè ðàçìåðíîñòè îðáèò
ΘD,ξ è ΩD, ïîñòðîèëè ïîëÿðèçàöèè äëÿ ëèíåéíûõ ôîðì fD,ξ è èçó÷èëè ïðè-
ìûêàíèÿ îðáèò ΩD.

Â ñòàòüå [3] Ê. Àíäðå äëÿ êàæäîé ðàññòàíîâêè ëàäåé D è êàæäîãî îòîáðà-
æåíèÿ ξ : D → C× îïðåäåëèë òàê íàçûâàåìîå áàçèñíîå ìíîãîîáðàçèå OD,ξ �
îðáèòó äåéñòâèÿ ãðóïïû U × U íà ïðîñòðàíñòâå n∗, äâîéñòâåííîãî äåéñòâèþ
ýòîé ãðóïïû íà ïðîñòðàíñòâå n, çàäàííîìó ôîðìóëîé

(g, h) ∈ U × U, x ∈ n 7→ gxh−1.

Ê. Àíäðå ïîêàçàë, ÷òî n∗ =
⊔
D,ξ OD,ξ, è íàø¼ë ðàçìåðíîñòü OD,ξ.

Â 2013 ãîäó À.Í. Ïàíîâ ñôîðìóëèðîâàë ðÿä ãèïîòåç î ñâÿçè áàçèñíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé ñ îðáèòàìè, àññîöèèðîâàííûìè ñ ðàññòàíîâêàìè ëàäåé (ñì. òàêæå
òåçèñû À.Í. Ïàíîâà â ýòîì ñáîðíèêå). Â ÷àñòíîñòè, îí ïðåäïîëîæèë, ÷òî ΘD,ξ

èìååò ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ñðåäè âñåõ U -îðáèò, ëåæàùèõ â OD,ξ, è äàë
ãèïîòåòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ ðàçìåðíîñòè îðáèòû â òåðìèíàõ ïîäñòàíîâîê.
Äîêëàä ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó ýòîé ôîðìóëû è îáñóæäåíèþ ãèïîòåçû äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî n.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ì.Â. Èãíàòüåâûì. Àâòîð ïîääåð-
æàí ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 14�01�97017�ð_ïîâîëæüå_à è 14�01�31052�ìîë_à.
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Ôóíä. è ïðèêë. ìàòåì. 13 (2007), no. 5, 127�159, ñì. òàêæå arXiv:
math.RT/0603649.
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Êâàòåðíèîíû, ñèñòåìû êîðíåé è ìîäóëÿðíûå ôîðìû
Ã.Â. Âîñêðåñåíñêàÿ

Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ñàìàðà, Ðîññèÿ
galvosk@mail.ru

Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî îá èññëåäîâàíèÿõ íåêîòîðûõ ðÿäîâ ïî ýëåìåí-
òàì èç ïîðÿäêîâ â àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ, àíàëîãè÷íûõ L-ðÿäàì Ãåêêå ñ ãðåñ-
ñåíõàðàêòåðàìè. Â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ñèñòåì êîðíåé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M � ïîðÿäîê â àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ íàä Q, êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òêîé óðîâíÿ N îòíîñèòåëüíî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

q(α) = Nα, ω =
ᾱ

α
, µ(α) = 1 + ω + . . . + ω2k, k � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå

÷èñëî. Òîãäà ∑
α∈M

µ(α)α2ke2πizN(α)

ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé ôîðìîé óðîâíÿ N âåñà 2k + 2.

Ïðè ñïåöèàëèçàöèè M ôîðìóëû ìîãóò áûòü áîëåå ÿâíûìè. Íàïðèìåð,
âåðíà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü H � àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ íàä Q, Γ4 � ðåø¼òêà

êâàòåðíèîíîâ Ãóðâèöà:

α =
a+ bi+ cj + dk

2
, a ≡ b ≡ c ≡ d (mod 2), a, b, c, d ∈ Z.

Òîãäà
1

12
·
∑

α∈Γ4⊂H

α6e2πizN(α) = η8(z)η8(2z).

Çäåñü η(z) � ýòà-ôóíêöèÿ Äåäåêèíäà.
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Îáðàçóþùèå ïîëåé U-èíâàðèàíòîâ è B-èíâàðèàíòîâ
ïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû GL(n,K)

Ê.À. Âÿòêèíà
Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ñàìàðà, Ðîññèÿ

vjatkina.k@gmail.com

Ïóñòü K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, G = GL(n,K) è B (ñîîòâ., U) � å¼
òðåóãîëüíàÿ (ñîîòâ., óíèòðåóãîëüíàÿ) ïîäãðóïïà. Ôîðìóëà AdgX = gXg−1,
g ∈ U, X ∈ V , îïðåäåëÿåò ïðèñîåäèí¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ëè-
íåéíîì ïðîñòðàíñòâå V = Mat(n,K). Èçâåñòíî [1], ÷òî ïîëå èíâàðèàíòîâ
ëþáîãî äåéñòâèÿ ñâÿçíîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé. Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî, êàê íàéòè ñèñòåìó îáðàçóþùèõ ïîëåé
èíâàðèàíòîâ äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïï B è U â V .

C ëþáûì X ∈ V ìîæíî ñâÿçàòü íàáîð èç n óãëîâûõ ìèíîðîâ âèäà

J1,0 = xn,1, J2,0 =

∣∣∣∣xn−1,1 xn−1,2

xn,1 xn,2

∣∣∣∣ , . . . , Jn,0 = detX.

Ðàñøèðèì äàííûé íàáîð ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñ êàæäûì ìèíîðîì Jk,0 ñâÿæåì
ñèñòåìó èç k îïðåäåëèòåëåé Jk,i, ãäå 0 6 i 6 k − 1. Â îïðåäåëèòåëå Jk,i
ïåðâûå k − i ñòðîê ñîâïàäàþò ñ ïîñëåäíèìè k − i ñòðîêàìè ìèíîðà Jk,0, a
ïîñëåäíèå i ñòðîê ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè ñòðîêàìè èç ìèíîðà Jk,0(X

∗)
ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöû X∗ = {x∗ij}.
Òåîðåìà 1. [2]Ïîëå U -èíâàðèàíòîâ ïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-

ïû GL(n,K) åñòü ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò ñèñòåìû îáðàçóþùèõ ïî-

ëèíîìîâ {Jk,i, 1 6 k 6 n, 0 6 i 6 k − 1}.
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

y1 = J1,0, yi =
Ji,i−1

Ji−1,0
, ãäå 2 6 i 6 n,
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Yi,j =
Ji,j · yn−i+j+1

Ji−1,j · yi
, ãäå 2 6 i 6 n, 0 6 j 6 i− 2.

Òåîðåìà 2. Ïîëå B-èíâàðèàíòîâ ïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
GL(n,K) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò {yn, Yi,j, 2 6 i 6 n,
0 6 j 6 i− 2}.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 14�01�97017�ð_ïîâîëæüå_à.
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Ñëàáî ïîëóïðîñòûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ
îò äâóõ ïåðåìåííûõ

Â.Ñ. Ãàâðàí, Â.Â. Ñòåïóõ
Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Ò. Øåâ÷åíêî, Êèåâ,

Óêðàèíà
svvhelios@gmail.com

Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0 èW2(K) � àë-
ãåáðà Ëè âñåõ K-äèôôåðåíöèðîâàíèé êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ K[x, y]. Äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ f, g ∈ K[x, y] ïîëîæèì [f, g] = det J(f, g), ãäå J(f, g) � ìàòðèöà
ßêîáè. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà f ëèíåéíûé îïåðàòîð Df íà K[x, y],
çàäàííûé ïî ïðàâèëó Df(g) = [f, g], ÿâëÿåòñÿ K-äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîëü-
öà ìíîãî÷ëåíîâ K[x, y], äèôôåðåíöèðîâàíèå Df íàçûâàåòñÿ ÿêîáèåâûì. ßêî-
áèåâû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàçóþò ïîäàëãåáðó sa2(K) àëãåáðû Ëè W2(K),
êîòîðàÿ èçó÷àëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì½ íàïðèìåð, [1]).

Â ðàáîòå [3] ìíîãî÷ëåí f ∈ K[x, y] áûë íàçâàí ñëàáî ïîëóïðîñòûì, åñ-
ëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g è íåíóëåâîãî ýëåìåíòà λ ∈ K âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî Df(g) = λg. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ñëàáî ïîëóïðî-
ñòîãî ìíîãî÷ëåíà f äèôôåðåíöèðîâàíèå Df ìîæåò áûòü âêëþ÷åíî â íåàáå-
ëåâó äâóìåðíóþ ïîäàëãåáðó èç sa2(K). Òàê êàê ñòðîåíèå àëãåáðû Ëè sa2(K).
òåñíî ñâÿçàíî ñ ïðîáëåìîé ÿêîáèàíà, òî èçó÷åíèå ñëàáî ïîëóïðîñòûõ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ (âîïðîñ î ñòðîåíèè ñëàáî ïîëóïðîñòûõ
ìíîãî÷ëåíîâ áûë ïîñòàâëåí â [3]).

Ìû äàåì îïèñàíèå âñåõ ñëàáî ïîëóïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x, y) ∈ K[x, y]
ñ ðàçäåë¼ííûìè ïåðåìåííûìè, òî åñòü òàêèõ, êîòîðûå èìåþò âèä f(x, y) =
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f1(x) ·f2(y), è èõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé g(x, y) ∈ K[x, y], äëÿ êîòîðûõ [f, g] =
λg, λ ∈ K?. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [2]), ãäå èçó÷àëèñü
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÿêîáèàííûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé.

Òåîðåìà. Ìíîãî÷ëåí f(x, y) = f1(x) · f2(y) ∈ K[x, y] áóäåò ñëàáî ïîëó-

ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé è õîòÿ

áû îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ f1(x) èëè f2(y) ëèíåéíûé, è åñëè, íàïðèìåð, f2(y) =
ay + b, a, b ∈ K è α1, . . . , αn � êîðíè f1(x), òî li = 1

af ′1(αi)
∈ Z, i = 1, . . . , n.

Ïðè ýòîì åñëè g = g(x, y) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ Df ñ ñîáñòâåííûì

÷èñëîì 1, òî g = F (f) ·f2(y)k ·
n∏
x=1

(x−αi)k−li, ãäå F (f) ∈ K[t] è k ∈ N òàêîå,

÷òî k > li, i = 1, . . . , n.

Ïðèìåð. Ìíîãî÷ëåí f = y(x − 1)(x − 1
2) · · · (x − 1

n), n ∈ N, n > 2? ñëàáî
ïîëóïðîñòîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ f1(x) = (x − 1)(x − 1

2) · · · (x − 1
n), ìû

ïîëó÷èì äëÿ êàæäîãî i, 1 6 i 6 n, ðàâåíñòâî f ′1(
1
i ) = (−1)i−1(in−1

(
n
i

)
)−1. Òàê

êàê f2(y) = ay + b = y è 1
af ′1(αi)

∈ Z, i = 1, . . . , n, òî ââèäó òåîðåìû ïîëó÷èì,
÷òî f � ñëàáî ïîëóïðîñòîé ìíîãî÷ëåí.
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Íåïðîñòîòà êðåìîíîâîé ãðóïïû òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
Ì.Õ. Ãèçàòóëëèí

Òîëüÿòòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Òîëüÿòòè, Ðîññèÿ
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Îñíîâíîå ïîëå � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåëC. Óêàçàííàÿ â çàãîëîâêå äîêëà-
äà ãðóïïà � ýòî ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ C(x, y, z) ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé îò òð¼õ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y, z. Îíà èíâåðñíî èçîìîðô-
íà ãðóïïå áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òð¼õìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî (èëè
àôôèííîãî) ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Cr3(C) èëè êðàòêî Cr3.
Çàíèìàþùèé íàñ âîïðîñ: èìåþòñÿ ëè â ýòîé ãðóïïå ñîáñòâåííûå íîðìàëüíûå
äåëèòåëè? Â ðàáîòå [1] óòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëü-
íûõ ïîäãðóïï â êðåìîíîâîé ãðóïïå ïëîñêîñòè Cr2.
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Â äîêëàäå áóäóò îïèñàíû íåñêîëüêî íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé â Cr3 è òåì
ñàìûì äîêàçàíà

Òåîðåìà. Êðåìîíîâà ãðóïïà ïðîñòðàíñòâà íåïðîñòàÿ.
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Î íåêîòîðûõ ïîäõîäàõ ê êëàññèôèêàöèè ïðîèçâîëüíûõ
êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè
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Ñî âðåìåí Ñ. Ëè ñòîèò çàäà÷à êëàññèôèêàöèè êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè.
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(è åãî ïîñëåäîâàòåëÿìè íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ òåîðèè àëãåáð Ëè). Áû-
ëà çàòåì ïîëó÷åíà èñ÷åðïûâàþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè
(íàä ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè 0 � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè èëè ñîâåðøåí-
íûìè). Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ Ëåâè êëàññèôèêàöèÿ ïðîèçâîëüíûõ àëãåáð
Ëè â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ àëãåáð Ëè (â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ äîâåäåííîé ïî÷òè äî ñîâåðøåíñòâà, õîòÿ è òóò îñòàþòñÿ èí-
òðèãóþùèå âîïðîñû � íàïðèìåð, î ¾ïðîèñõîæäåíèè¿ ïÿòè ïðîñòûõ èñêëþ÷è-
òåëüíûõ àëãåáð Ëè) è ê êëàññèôèêàöèè ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè. Ñ ïîìîùüþ
êîíñòðóêöèè ðàñùåïëåíèÿ Ìàëüöåâà êëàññèôèêàöèÿ ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè,
êàê ìîæíî èíîãäà ïðî÷åñòü, ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè íèëüïîòåíòíûõ àë-
ãåáð Ëè. Ýòî íå ñîâñåì òàê � ìàëî ïîëó÷èòü êëàññèôèêàöèþ íèëüïîòåíòíûõ
àëãåáð Ëè, íóæíî åùå èìåòü îïèñàíèÿ èõ àëãåáð äèôôåðåíöèðîâàíèé (èëè
õîòÿ áû êîììóòàòèâíûõ âïîëíå ïðèâîäèìûõ ïîäàëãåáð â àëãåáðàõ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèé), ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü íåïðîñòóþ çàäà÷ó. Íî, òàê èëè
èíà÷å, ïóòè êëàññèôèêàöèè êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè ïðèâîäÿò ê íåîáõî-
äèìîñòè èçó÷àòü è êëàññèôèöèðîâàòü íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû Ëè. Îäíàêî
çäåñü âîçíèêëè îãðîìíûå ïðåïÿòñòâèÿ. Ïðîèçâîëüíûå íèëüïîòåíòíûå àëãåá-
ðû Ëè íå óäàåòñÿ îïèñàòü õîòÿ áû â êàêîé-òî íåòðèâèàëüíîé ôîðìå. Ìíîãèå
êîíñòðóêöèè, ïðåêðàñíî ðàáîòàþùèå äëÿ ïîëóïðîñòûõ èëè ðàçðåøèìûõ àë-
ãåáð Ëè, äëÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè ÷àñòî ¾âûðîæäàþòñÿ¿ â òðèâèàëüíî-
ñòè. Íàïðèìåð, êàðòàíîâñêàÿ ïîäàëãåáðà äëÿ ïðîèçâîëüíîé íèëüïîòåíòíîé
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àëãåáðû Ëè ñîâïàäàåò ñ íåé ñàìîé. Êëàññèôèêàöèè íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð
Ëè ïîëó÷åíû äëÿ ðàçìåðíîñòåé 6 7 (äëÿ ïîëåé C, R). Äëÿ ðàçìåðíîñòåé
> 8 èìåþòñÿ òîëüêî ÷àñòè÷íûå êëàññèôèêàöèè � äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëü-
íûõ êëàññîâ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè. Íèêàêèõ ïîäõîäîâ ê êëàññèôèêàöèè
ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íîìåðíûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè â íàñòîÿùåå âðåìÿ
íå èìååòñÿ. Òåì ñàìûì ñâåäåíèå êëàññèôèêàöèè ïðîèçâîëüíûõ àëãåáð Ëè ê
íèëüïîòåíòíûì íàòûêàåòñÿ íà íåïðåîäîëèìûå (ïîêà?) ïðåïÿòñòâèÿ.

Áûëî ïðåäëîæåíî äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ àëãåáð Ëè èñïîëüçîâàòü
¾îáõîäíûé ìàíåâð¿. Åñëè êëàññèôèöèðîâàòü âñå íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû Ëè
íå óäà¼òñÿ, òî ìîæíî ïðèíÿòü èõ çà èñõîäíûé îáúåêò è íà èõ îñíîâå êëàññè-
ôèöèðîâàòü áîëåå îáùèå àëãåáðû Ëè. À èìåííî, èçó÷àòü âñå òå àëãåáðû Ëè, ó
êîòîðûõ íèëüðàäèêàë (òî åñòü íàèáîëüøèé íèëüïîòåíòíûé èäåàë) èçîìîðôåí
çàäàííîé íèëüïîòåíòíîé àëãåáðå Ëè. Ýòîò ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ â öåëîì ðÿäå
íåäàâíî îïóáëèêîâàííûõ ñòàòåé. Íî â íèõ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ î÷åíü
÷àñòíûå ñëó÷àè (íà îñíîâå âåñüìà óçêèõ êëàññîâ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè),
ïðè÷åì èñïîëüçóþòñÿ äîâîëüíî ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû (íà óðîâíå ëèíåéíîé
àëãåáðû è âû÷èñëåíèé êîíêðåòíûõ êîììóòàòîðîâ).

Â äîêëàäå áóäåò ðàññìîòðåí áîëåå òîíêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè
ðàñùåïëåíèÿ àëãåáð Ëè. Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè
íàä ïîëåì k. Äàëåå áóäåò îáû÷íî ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî k = C (ôàêòè÷åñêè
äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå íóëåâîé õà-
ðàêòåðèñòèêè). Â äîêëàäå áóäåò òàêæå îòìå÷åíî, êàê èçìåíèòü óòâåðæäåíèÿ
äîêëàäà, åñëè ïîëå k íå îáÿçàòåëüíî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, íî ñîâåðøåííî
(íàïðèìåð, åñëè k = R).

×åðåç Ln(k) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíûõ àëãåáð Ëè íàä k (îáðàçî-
âàííîå êîìïîíåíòàìè ñòðóêòóðíûõ òåíçîðîâ ckij, êîñîñèììåòðè÷íûõ ïî íèæ-
íèì èíäåêñàì è óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäñòâèÿì òîæäåñòâà ßêîáè). Íà ýòîì
ïðîñòðàíñòâå åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò ãðóïïà GLn(k); îðáèòû ýòîãî
äåéñòâèÿ ñîñòîÿò èç âñåõ ïîïàðíî èçîìîðôíûõ àëãåáð Ëè. ×åðåç Rn(k) îáî-
çíà÷èì ïîäìíîæåñòâî â Ln(k), îáðàçîâàííîå ðàçðåøèìûìè àëãåáðàìè Ëè.

Ïóñòü òåïåðü N � íåêîòîðàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè. ×åðåç L(k,N)
(èëè, åñëè ýòî íå âûçîâåò íåäîðàçóìåíèé, ñîêðàùåííî, L(N)) îáîçíà÷èì ïîä-
ìíîæåñòâî â îáúåäèíåíèè âñåõ Ln(k), îáðàçîâàííîå àëãåáðàìè Ëè (ëþáîé
êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè), íèëüðàäèêàëû êîòîðûõ èçîìîðôíû íèëüïîòåíòíîé
àëãåáðå Ëè N . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî R(k,N).

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàêñèìàëüíûå (â òîì èëè èíîì ñìûñëå) ýëåìåí-
òû ìíîæåñòâ L(N) è R(N).

Ïóñòü N � íåêîòîðàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè. Ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ
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ðàñùåïëåíèÿ ñòðîèòñÿ àëãåáðà Ëè H(N), ëåæàùàÿ â R(N). Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ýòà àëãåáðà Ëè � âåñüìà âàæíûé ýëåìåíò â R(N). Àëãåáðà Ëè, ëåæàùàÿ
â R(N), íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ìàêñèìàëüíîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèòñÿ (ñ òî÷-
íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, êîíå÷íî) íè â êàêîé äðóãîé àëãåáðå Ëè èç R(N),
è d-ìàêñèìàëüíîé, åñëè åå ðàçìåðíîñòü � ìàêñèìàëüíàÿ â R(N). ßñíî, ÷òî
èç ñèëüíîé ìàêñèìàëüíîñòè âûòåêàåò d-ìàêñèìàëüíîñòü. Îáðàòíîå óòâåðæäå-
íèå, âèäèìî, íåâåðíî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü N � ïðîèçâîëüíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ êîìïëåêñíàÿ, êî-
íå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè, à R ∈ R(N). Òîãäà dimR 6 dimH(N). Ïîýòîìó
àëãåáðà Ëè H(N) d-ìàêñèìàëüíà â R(N) è ñèëüíî ìàêñèìàëüíà â R(N).

Áóäåò òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûå (â îáîèõ óêàçàííûõ âûøå ñìûñ-
ëàõ) àëãåáðû Ëè â R(N) íå âñåãäà åäèíñòâåííû.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçðåøèìûõ) àëãåáð Ëè òîæå ïîëåçíî
èçó÷àòü ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû â L(N). Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî îãðàíè÷èòüñÿ
òî÷íûìè àëãåáðàìè Ëè � ó êîòîðûõ íåò ïîëóïðîñòûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü N � ïðîèçâîëüíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ êîìïëåêñíàÿ, êî-
íå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè, à L ∈ L(N) � íåêîòîðàÿ òî÷íàÿ àëãåáðà Ëè. Òî-

ãäà dimL 6 dimH(N). Ïîýòîìó àëãåáðà Ëè H(N) d-ìàêñèìàëüíà â L(N) è
ñèëüíî ìàêñèìàëüíà â L(N).

Ñóùåñòâåííûå ñèãíàòóðû è êàíîíè÷åñêèå áàçèñû
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G2

À.À. Ãîðíèöêèé
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

Ìîñêâà, Ðîññèÿ
gnomage@mail.ru

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè è âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ
¾êàíîíè÷åñêîãî¿ âåñîâîãî áàçèñà â ïðîèçâîëüíîì íåïðèâîäèìîì ìîäóëå ñòàð-
øåãî âåñà. Ý.Á. Âèíáåðã ïðåäëîæèë ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òàêèõ áàçèñîâ ïóò¼ì
ïðèìåíåíèÿ ê ñòàðøåìó âåêòîðó ïîíèæàþùèõ îïåðàòîðîâ, îòâå÷àþùèõ âñåì
îòðèöàòåëüíûì êîðíÿì, è âûäâèíóë ðÿä ãèïîòåç îá èõ ïàðàìåòðèçàöèè è
ñòðóêòóðå. Èç ðàáîò Ôåéãèíà�Ôóðüå�Ëèòòåëüìàíà ìîæíî âûâåñòè èñòèí-
íîñòü ýòèõ ãèïîòåç äëÿ ñëó÷àåâ An, Cn. Êðîìå òîãî, ãèïîòåçû âåðíû äëÿ
ñëó÷àÿ G2.

Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ ïîëóïðîñòàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà,
g � å¼ êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà Ëè. Èìååòñÿ òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå
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g = u− ⊕ t ⊕ u+, ãäå u− è u+ � êàñàòåëüíûå àëãåáðû îòðèöàòåëüíîé è ïî-
ëîæèòåëüíîé ìàêñèìàëüíûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï, à t � êàðòàíîâñêàÿ ïî-
äàëãåáðà, òî åñòü êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà ìàêñèìàëüíîãî òîðà T â G. Èìååì:
u+ = 〈eα | α ∈ ∆+〉, u− = 〈e−α | α ∈ ∆+〉, ãäå ∆+ � ñèñòåìà ïîëîæèòåëüíûõ
êîðíåé, à e±α � êîðíåâûå âåêòîðû.

Îáîçíà÷èì íåïðèâîäèìûé G-ìîäóëü ñî ñòàðøèì âåñîì λ ÷åðåç V (λ).

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèãíàòóðîé íàçîâ¼ì íàáîð σ = (λ, p1, . . . , pN), ãäå N �
÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, ïðîíóìåðîâàííûõ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå (ñì.
íèæå): ∆+ = {α1, . . . , αN}, λ � äîìèíàíòíûé âåñ, pi ∈ Z+.

Îáîçíà÷åíèå 1. v(σ) = ep1−α1
· . . . · epN−αN · vλ.

Ïóñòü ω1, . . . , ωn � ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé ÷à-
ñòè÷íûé ïîðÿäîê ≺ íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé: α ≺ β, åñëè β−α
� ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîñòûõ êîðíåé ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Ïåðåíóìåðóåì ïîëîæèòåëüíûå êîðíè òàê, ÷òîáû èç αj ≺ αi
ñëåäîâàëî j > i. Ââåä¼ì ïîðÿäîê íà ñèãíàòóðàõ:

1. Âíà÷àëå ââåä¼ì ïîðÿäîê íà äîìèíàíòíûõ âåñàõ λ =
∑
kiωi, ki ∈ Z+:

ñðàâíèâàåì
∑
ki, à ïîòîì ñðàâíèâàåì íàáîðû (k1, . . . , kn) ëåêñèêîãðàôè-

÷åñêè. Ñïåðâà áóäåì ñðàâíèâàòü ñèãíàòóðû ïî èõ âåñàì.

2. Çàòåì ñðàâíèâàåì ñèãíàòóðû ñ ôèêñèðîâàííûì âåñîì λ. Ðàññìîòðèì

qi =
N−i+1∑
j=1

pj.

Íàáîðû (q1, . . . , qN) ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñðàâíèâàåì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèãíàòóðà σ ñóùåñòâåííà, åñëè v(σ)/∈〈v(τ) | τ < σ〉.
Óòâåðæäåíèå 1. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {v(σ) | σ ñóùåñòâåííà} îáðàçó-

åò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V (λ).

Óòâåðæäåíèå 2. Ñóùåñòâåííûå ñèãíàòóðû îáðàçóþò ïîëóãðóïïó.

Ðàññìîòðèì óáûâàþùóþ ôèëüòðàöèþ íà àëãåáðå C[G/U ], ÷ëåíû êîòîðîé
íóìåðóþòñÿ ñèãíàòóðàìè:

C[G/U ]σ =
⊕
µ>λ

C[G](B)
µ ⊕ C[G]σλ, ãäå

C[G]σλ =
{
fω | fω|U− = c

∏
tpii + . . . , ω ∈ V (λ∗)

}
.
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Ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Êîíñòàíòà c ìîæåò
áûòü íóë¼ì. Ðàññìîòðèì ïðèñîåäèí¼ííóþ ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó grC[G/U ].

Ãèïîòåçà 1. Àëãåáðà grC[G/U ] ïîðîæäàåòñÿ êàê àëãåáðà ïîäïðîñòðàí-

ñòâàìè grC[G]
(B)
ωi .

Ïóñòü Σ ⊂ t∗Z ⊕ ZN � ïîëóãðóïïà ñóùåñòâåííûõ ñèãíàòóð (çäåñü t∗Z �
ðåø¼òêà âåñîâ), ΣQ � êîíóñ, íàòÿíóòûé íà Σ (ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñ ïîëî-
æèòåëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Ãèïîòåçà 2. Ïîëóãðóïïà Σ íàñûùåíà, òî åñòü Σ = ΣQ
⋂

(t∗Z ⊕ ZN).

Ãèïîòåçà 3. Ñóùåñòâóþò òàêîé íàáîð ïîäìíîæåñòâ Mi ⊂ {1, . . . , N}
è òàêîé íàáîð ýëåìåíòîâ êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû li ∈ tZ, ÷òî ìíîæåñòâî

ñóùåñòâåííûõ ñèãíàòóð σ = (λ, p1, . . . , pN) çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè∑
j∈Mi

pj 6 λ(li).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà 1. Ãèïîòåçû 1�3 âåðíû äëÿ îñîáîé ïðîñòîé ãðóïïû

Ëè G = G2.
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Ïðîñòûå ëèåâû Γ-êîíôîðìíûå àëãåáðû êîíå÷íîãî òèïà
äëÿ ãðóïïû Γ áåç êðó÷åíèÿ

Â.Þ. Ãóáàðåâ
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,

Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ
vsevolodgu@mail.ru

Äîêëàä ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [1].

Îïðåäåëåíèå 1. [3] Ïóñòü çàäàíà ãðóïïà Γ. Ëåâûé kΓ-ìîäóëü A, ñíàáæ¼í-
íûé ìíîæåñòâîì {·(γ)· | γ ∈ Γ} áèëèíåéíûõ îïåðàöèé, íàçûâàåòñÿ
Γ-êîíôîðìíîé àëãåáðîé Ëè, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A è α, γ ∈ Γ âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:
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(Γ1) a(δ)b = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ δ ∈ Γ;
(Γ2) αa(γ)b = a(γα)b;
(Γ3) a(α)b = −α(b(α−1)a);
(Γ4) a(α)(b(β)c) = (a(αβ−1)b)(β)c+ b(β)(a(α)c).

Èç (Γ2) è (Γ3) ñëåäóåò
(Γ5) a(γ)αb = α(a(α−1γ)b).
Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî Γ-êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Ëè A � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî

îáû÷íàÿ àëãåáðà Ëè, íà êîòîðîé ãðóïïà Γ äåéñòâóåò àâòîìîðôèçìàìè, è ïðè
ýòîì äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A âûïîëíåíî [γa, b] = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ γ ∈ Γ.

Γ-êîíôîðìíàÿ àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé
îáû÷íàÿ àëãåáðà Ëè (A, [·, ·]) íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ Γ-èíâà-
ðèàíòíûõ èäåàëîâ è [A,A] = A; A íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé êîíå÷íîãî òèïà, åñëè
îíà êîíå÷íî ïîðîæäåíà êàê kΓ-ìîäóëü.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû A ïðîñòðàíñòâî
kΓ⊗kA ñ γ-ïðîèçâåäåíèÿìè, çàäàííûìè ïî ïðàâèëó (1⊗a)(γ)(1⊗b) = 1⊗(ab),
åñëè γ = e, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ðàñïðîñòðàíÿÿ äåéñòâèå γ ∈ Γ íà ïðî-
ñòðàíñòâî kΓ ⊗k A ïî (Γ2), (Γ5), çàäàäèì íà í¼ì ñòðóêòóðó Γ-êîíôîðìíîé
àëãåáðû. Ïîëó÷åííóþ àëãåáðó îáîçíà÷èì êàê Cur(A).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � ïðîñòàÿ Γ-êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Ëè êîíå÷íîãî

òèïà äëÿ ãðóïïû Γ áåç êðó÷åíèÿ. Òîãäà A ∼= Cur(g), ãäå g � ïðîñòàÿ êîíå÷-

íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä k.
Îïðåäåëåíèå 2. [3] Ìîäóëåì íàä Γ-êîíôîðìíîé àëãåáðîé R íàçûâàåòñÿ

òàêîé kΓ-ìîäóëü M ñ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì a → aM(α) èç R â EndkM äëÿ
êàæäîãî α ∈ Γ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R,
α, β ∈ Γ:

(M1) aM(α)v = 0 äëÿ v ∈M è ïî÷òè âñåõ α;

(M2) (αa)Mβ) = aM(βα);

(M3) aM(β)α = αaM(α−1β);

(M4) [aM(α), b
M
(β)] = (a(β−1α)b)

M
(β).

Ïóñòü A � Γ-êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Ëè, òîãäà A-ìîäóëü M êîíå÷íîãî ðàí-

ãà, åñëè îí êîíå÷íî ïîðîæä¼í íàä kΓ; M íåïðèâîäèì, åñëè îí íå ñîäåðæèò
ñîáñòâåííûõ A-ïîäìîäóëåé.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè, U � g-ìîäóëü. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî
Cur(U) = kΓ ⊗k U íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé Cur(g)-ìîäóëÿ îòíîñèòåëüíî äåé-
ñòâèÿ, çàäàííîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì: a(e)u = au, a(γ)u = 0 äëÿ γ 6= e, a ∈ g,
u ∈ U .
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü A ∼= Cur(g) � ïðîñòàÿ Γ-êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Ëè

êîíå÷íîãî òèïà äëÿ ãðóïïû Γ áåç êðó÷åíèÿ, M � íåïðèâîäèìûé A-ìîäóëü
êîíå÷íîãî ðàíãà. Òîãäà M = Cur(U), ãäå U � íåïðèâîäèìûé g-ìîäóëü.
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Ñâîéñòâà ôàêòîð îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòîâ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé ñ èíâàðèàíòíûìè ëàãðàíæåâûìè

ïîäìíîãîîáðàçèÿìè
Â.Ñ. Æãóí1, Ä.À. Òèìàø¼â2

1Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò
ñèñòåìíûõ èññëåäîâàíèé ÐÀÍ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ,

2Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, Ðîññèÿ

1zhgoon@mail.ru, 2timashev@mccme.ru

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå, îñíîâàííîì íà ðàáîòå [1], ìû ïðèâåä¼ì íîâûå ðå-
çóëüòàòû î ãåîìåòðèè ãàìèëüòîíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (à èìåííî, ñèìïëåêòè-
÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, ñíàáæ¼ííûõ äåéñòâèåì ðåäóêòèâíîé ãðóïïû è îòîáðà-
æåíèåì ìîìåíòîâ), ñîäåðæàùèõ èíâàðèàíòíûå ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ
(òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ èññëåäîâàëèñü íàïðèìåð â [4]). Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Ô. Êíîïà î ðàâíîðàçìåðíîñòè ôàêòîð îòîáðà-
æåíèÿ ìîìåíòîâ äëÿ êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé ê ìíîãîîáðàçèÿì ñ äåéñòâèåì
ðåäóêòèâíîé ãðóïïû.

Òàêæå áóäåò ïðèâåäåíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìàëàÿ ãðóïïà Âåé-
ëÿ ïîðîæäåíà îòðàæåíèÿìè.

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä àëãåáðàè÷å-
ñêè çàìêíóòûì ïîëåì k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B áîðå-
ëåâñêóþ ïîäãðóïïó â G, ÷åðåç U � óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë B, ÷åðåç T �
ìàêñèìàëüíûé òîð â B. Àëãåáðû Ëè ýòèõ è äðóãèõ ãðóïï ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèìè ãîòè÷åñêèìè áóêâàìè. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ãðóïïà
Âåéëÿ W = NG(T )/T .
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Ïóñòü M � ñèìïëåêòè÷åñêîå G-ìíîãîîáðàçèå c ôîðìîé ω. Ìíîãîîáðà-
çèåM íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå G-ýêâèâàðèàíòíîå
îòîáðàæåíèå Φ: M → g∗, íàçûâàåìîå îòîáðàæåíèåì ìîìåíòîâ, ÷òî äëÿ
ξ ∈ g, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà g∗, êîñîé ãðàäèåíò åãî
îáðàòíîãî îáðàçà Φ∗ξ ∈ k[M ] ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ñêîðîñòåé ξ∗. Ýòî ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ: 〈dxΦ(ν), ξ〉 = ω(ξx, ν), ∀x ∈ M , ν ∈ TxM , ξ ∈ g, ãäå ξx � âåê-
òîð ñêîðîñòè ξ â òî÷êå x. Òàêæå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ôàêòîðèçîâàííîå
îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ Φ//G : M → g∗//G ∼= t∗/W , ïîëó÷åííîå êàê êîìïî-
çèöèÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòîâ è ïîñëåäóþùåãî êàòåãîðíîãî ôàêòîðà πG ïî
äåéñòâèþ ãðóïïû G.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü M � ãàìèëüòîíîâî G-ìíîãîîáðàçèå, îáëàäàþùåå G-
èíâàðèàíòíûì ëàãðàíæåâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì S ⊂ M . Òîãäà âíå G-èí-
âàðèàíòíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â M êîðàçìåðíîñòè > 2 îòîáðàæåíèå Φ//G

ðàâíîðàçìåðíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áûëè èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû, äîêàçàííûå â ðàáî-
òå [4] (ñì. òàêæå [2]), êîòîðûå äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ìû ñôîðìóëèðóåì â
âèäå îäíîé òåîðåìû.

Òåîðåìà. Ïóñòü M � ãàìèëüòîíîâî G-ìíîãîîáðàçèå, S ⊂ M �

G-èíâàðèàíòíîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü P ⊃ B � íîðìàëè-

çàòîð òèïè÷íîé B-îðáèòû â S, à P0 � íîðìàëèçàòîð òèïè÷íîé U -îðáèòû

â S. Òîãäà Φ(M) = Gp⊥0 , ïðè÷åì ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîìïîíåíòà W ìíîãî-

îáðàçèÿ Φ−1(p⊥0 ), ÷òî GW ïëîòíî â M , à ìîðôèçì äåéñòâèÿ G ∗P W→ M
ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì íàêðûòèåì.
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Öåíòðàëüíî ïîðîæä¼ííûå èäåàëû óíèâåðñàëüíûõ îá¼ðòûâàþùèõ
àëãåáð ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè

Ì.Â. Èãíàòüåâ
Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ñàìàðà, Ðîññèÿ

mihail.ignatev@gmail.com

Îðèãèíàëüíûé ìåòîä îðáèò À.À. Êèðèëëîâà îïèñûâàåò â òåðìèíàõ îðáèò
êîïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ óíèòàðíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ íèëü-
ïîòåíòíûõ ãðóïï Ëè [2]. Åãî àëãåáðàè÷åñêàÿ âåðñèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ îïèñàòü
ïðèìèòèâíûå èäåàëû óíèâåðñàëüíûõ îá¼ðòûâàþùèõ àëãåáð íèëüïîòåíòíûõ
êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè, ïðèíàäëåæèò, ïî ñóùåñòâó, Æ. Äèêñìüå [1, Òåîðå-
ìà 6.2.4]; êëþ÷åâîé èíãðåäèåíò çäåñü � òàê íàçûâàåìîå îòîáðàæåíèå Äèêñìüå
(ñì. íèæå). Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ ïåðåíîñ êîíñòðóêöèè îòîáðàæåíèÿ Äèêñ-
ìüå íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè.

Ïóñòü n � êîìïëåêñíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè, U(n) �
å¼ óíèâåðñàëüíàÿ îá¼ðòûâàþùàÿ àëãåáðà, PrimU(n) � ìíîæåñòâî ïðèìèòèâ-
íûõ èäåàëîâ ýòîé àëãåáðû (òî åñòü àííóëÿòîðîâ å¼ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ ôîðìó f ∈ n∗ è ëþáóþ å¼ ïîëÿðè-
çàöèþ p ⊂ n (òî åñòü ïîäàëãåáðó, ÿâëÿþùóþñÿ îäíîâðåìåííî ìàêñèìàëüíûì
f -èçîòðîïíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì). Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû n, èí-
äóöèðîâàííîå ñ îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäàëãåáðû p âèäà x 7→ f(x).
Ýòî ïðåäñòàâëåíèå âñåãäà áóäåò íåïðèâîäèìûì; åãî àííóëÿòîð J = Jf çàâè-
ñèò òîëüêî îò âûáîðà ôîðìû f ; âîçíèêàþùåå îòîáðàæåíèå

D : n∗ → PrimU(n) : f 7→ Jf

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Äèêñìüå.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå Äèêñìüå ñþðúåêòèâíî, ïðè÷¼ì Jf = Jf ′ òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìû f è f ′ ëåæàò íà îäíîé êîïðèñîåäèí¼ííîé
N -îðáèòå (çäåñü N � ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè n). Äðóãèìè ñëîâàìè,
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó n∗/N è PrimU(n). Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå, êîãäà n

� ýòî àëãåáðà âñåõ ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ïðèìèòèâíûé èäåàë áóäåò öåíòðàëüíî ïîðîæä¼í òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îí ñîîòâåòñòâóåò ðåãóëÿðíîé îðáèòå. Íàïîìíèì, ÷òî èäåàë
íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíî ïîðîæä¼ííûì, åñëè îí ïîðîæäàåòñÿ êàê èäåàë ñâî-
èì ïåðåñå÷åíèåì ñ öåíòðîì Z(n) àëãåáðû U(n), à ðåãóëÿðíàÿ îðáèòà � ýòî
îðáèòà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè.

Â ðàáîòàõ È. Ïåíêîâà, Â. Ñåðãàíîâîé, È. Äèìèòðîâà, À.Â. Ïåòóõîâà è äð.
èçó÷àëàñü ñòðóêòóðà áåñêîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè, ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìûìè
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ïðåäåëàìè ïðîñòûõ àëãåáð Ëè îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ âëîæåíèé, â ÷àñò-
íîñòè, èäåàëû â èõ óíèâåðñàëüíûõ îá¼ðòûâàþùèõ àëãåáðàõ (ñì., ê ïðèìåðó,
[3], [4], [5]). Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè âñåõ ôèíèòàðíûõ ìàòðèö, òî åñòü ïðÿ-
ìîé ïðåäåë åñòåñòâåííî âëîæåííûõ äðóã â äðóãà àëãåáð gln(C). Îáîçíà÷èì
÷åðåç n ïîäàëãåáðó Ëè â g, íàòÿíóòóþ íà ìàòðè÷íûå åäèíèöû ei,j, i � j.
×åðåç � îáîçíà÷åí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà N âèäà

1 � 3 � 5 � . . . � 6 � 4 � 2.

Ñ îïðåäåë¼ííîé òî÷êè çðåíèÿ èìåííî ýòà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì àíà-
ëîãîì àëãåáðû ñòðîãî òðåóãîëüíûõ ìàòðèö â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Â ÷àñò-
íîñòè, å¼ óíèâåðñàëüíàÿ îá¼ðòûâàþùàÿ àëãåáðà èìååò íåòðèâèàëüíûé öåíòð,
êîòîðûé óäà¼òñÿ îïèñàòü: êàê è â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, îí ïîðîæäàåòñÿ òàê
íàçûâàåìûìè ìèíîðàìè Êîñòàíòà.

Äëÿ êàæäîãî k îáîçíà÷èì ÷åðåç nk ïîäàëãåáðó â n, íàòÿíóòóþ íà ei,j,
1 6 i, j 6 2k, i � j; îíà èçîìîðôíà àëãåáðå ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö
ðàçìåðà 2k × 2k. Íàçîâ¼ì ôîðìó f ∈ n∗ ðåãóëÿðíîé, åñëè êîïðèñîåäèí¼ííàÿ
îðáèòà å¼ îãðàíè÷åíèÿ fk íà nk ðåãóëÿðíà äëÿ âñåõ k. Êîïðèñîåäèí¼ííàÿ îð-
áèòà ãðóïïû N = exp n, ñîñòîÿùàÿ èç ðåãóëÿðíûõ ôîðì, íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿð-
íîé. Íà êàæäîé ðåãóëÿðíîé îðáèòå ëåæèò ðîâíî îäíà êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà fξ;
å¼ çíà÷åíèÿ íà e1,2, e3,4, . . . ðàâíû ôèêñèðîâàííûì íåíóëåâûì êîíñòàíòàì
ξ1,2, ξ3,4, . . ., à íà îñòàëüíûõ ìàòðè÷íûõ åäèíèöàõ ðàâíû íóëþ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç p ïîäàëãåáðó â n, íàòÿíóòóþ íà âñå ei,j, i 6 j, i íå÷¼òíî. Îíà áóäåò
ïîëÿðèçàöèåé äëÿ fξ ïðè ëþáîì ξ, ïðè÷¼ì ïðåäñòàâëåíèå n, èíäóöèðîâàííîå
ñ îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ x 7→ fξ(x) ïîäàëãåáðû p, áóäåò íåïðèâîäèìûì.
Íàêîíåö, îáîçíà÷èì ÷åðåç Jξ åãî àííóëÿòîð.

Òåîðåìà. Ïðèìèòèâíûé èäåàë â àëãåáðå U(n) áóäåò öåíòðàëüíî ïîðîæ-

ä¼ííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí èìååò âèä Jξ äëÿ êàêîãî-íèáóäü ξ.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ È. Ïåíêîâûì. Àâòîð áûë ïîääåð-
æàí ôîíäîì Äìèòðèÿ Çèìèíà ¾Äèíàñòèÿ¿ è ãðàíòîì ÐÔÔÈ 14�01�31052�
ìîë_à.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Æ. Äèêñìüå. Óíèâåðñàëüíûå îá¼ðòûâàþùèå àëãåáðû. Ì., Ìèð, 1978.
[2] À.À. Êèðèëëîâ. Óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï Ëè. ÓÌÍ
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[4] I. Penkov, A.V. Petukhov. On ideals in the enveloping algebra of a locally
simple Lie algebra, see arXiv: math.AG/1210.0466.
[5] I. Penkov, V. Serganova. Categories of integrable sl(∞)-, o(∞)-, sp(∞)-
modules. In: Representation Theory and Mathematical Physics. Contemporary
Mathematics 557, AMS, 2011, 335�357.

Òðàíçèòèâíîñòü ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ
êâàçèîäíîðîäíûõ ïîâåðõíîñòåé

Ñ.À. Êîâàëåíêî
Ôðàéáóðãñêèé óíèâåðñèòåò Àëüáåðòà è Ëþäâèãà,

Ôðàéáóðã, Ãåðìàíèÿ
sergei.kovalenko@math.uni-freiburg.de

Äîêëàä îñíîâàí íà ðàáîòå àâòîðà [2].
Êâàçèîäíîðîäíîé àôôèííîé ïîâåðõíîñòüþ ìû íàçûâàåì îïðåäåë¼ííóþ

íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k íîðìàëüíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ïîâåðõ-
íîñòü V , êîòîðàÿ ñîäåðæèò íåêîòîðóþ òî÷êó x0 ∈ V , äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî
O := {ϕ(x0) | ϕ ∈ Aut(V )} èìååò êîíå÷íîå äîïîëíåíèå. Ìíîæåñòâî O íàçû-
âàåòñÿ áîëüøîé îðáèòîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(V ) ïîâåðõíîñòè V . Äëÿ
âñåõ ïîâåðõíîñòåé êðîìå V = k∗ × k∗, ýòî ñâîéñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
ïîâåðõíîñòü V ïîïîëíÿåòñÿ äî ïîâåðõíîñòè X çèãçàãîì, òî åñòü êðèâîé âèäà
D =

⋃n
0 Ci, ãäå Ci � ãëàäêèå ðàöèîíàëüíûå êðèâûå è Ci.Cj = 1 äëÿ |i−j| = 1

è Ci.Cj = 0 äëÿ |i− j| > 1.
Àâòîð ðàáîòû [1] ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó:

Ãèïîòåçà. (Ì.Õ. Ãèçàòóëëèí, [1])1 Åñëè îñíîâíîå ïîëå k èìååò õàðàê-

òåðèñòèêó 0, òî êâàçèîäíîðîäíàÿ àôôèííàÿ ïîâåðõíîñòü V îäíîðîäíà, òî

åñòü O = V .

Ìû ïðèâåä¼ì êëàññ ïðèìåðîâ ãëàäêèõ êâàçèîäíîðîäíûõ, íî íå îäíîðîä-
íûõ ïîâåðõíîñòåé. Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìû äàæå äàäèì ïîëíîå ðàç-
ëîæåíèå ïîâåðõíîñòè V íà îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû Aut(V ). Äàëåå, ìû ïî-
êàæåì, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé ìîæåò áûòü çàïèñàíà
êàê àìàëüãàìèðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîäãðóïï.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ì.Õ. Ãèçàòóëëèí. Êâàçèîäíîðîäíûå àôôèííûå ïîâåðõíîñòè. Èçâ. ÀÍ
ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. 35 (1971), no. 5, 1047�1071.

1Ì.Õ. Ãèçàòóëëèí ïðîèíôîðìèðîâàë àâòîðà, ÷òî ïðèìåðû òàêèõ ïîâåðõíîñòåé óæå áûëè íàéäåíû â
1973 ã., íî íå áûëè îïóáëèêîâàíû. Èõ íàøëè Â.È. Äàíèëîâ è Ì.Õ. Ãèçàòóëëèí.
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[2] S. Kovalenko. Transitivity of automorphism groups of Gizatullin surfaces, ñì.
arXiv: math.AG/1304.7116 (2013).

Ñâîáîäíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî, ðàññìàòðèâàåìîå êàê êîëüöî Ëè
À.Í. Êðàñèëüíèêîâ

Óíèâåðñèòåò Áðàçèëèà, Áðàçèëèà, Áðàçèëèÿ
alexei@unb.br

Äîêëàä îñíîâàí íà ðàáîòå äîêëàä÷èêà [4] è íà ðàáîòå [1], ñîâìåñòíîé
ñ Ã. Äåðÿáèíîé.

Ïóñòü A � ñâîáîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä K. Ïîëîæèì L1 = A,
Ln+1 = [Ln, A] äëÿ n > 0. Òîãäà L1 > L2 > L3 > . . . � íèæíèé öåíòðàëüíûé
ðÿä àëãåáðû A, ðàññìàòðèâàåìîé êàê àëãåáðà Ëè.

Ïåðâûå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû î ôàêòîðàõ Ln/Ln+1 ïðè K = C áûëè
ïîëó÷åíû â [3]. Äëÿ K = Z ôàêòîðû Ln/Ln+1 è ñâÿçàííûå ñ íèìè ôàêòîðû
Mn/Mn+1, ãäåMn = ALnA = ALn, âïåðâûå èçó÷àëèñü â [2]. Â ÷àñòíîñòè, â [2]
ïîêàçàíî, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà ôàêòîðêîëüöà A/M3 � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà.

Òåîðåìà. Ïðè K = Z àääèòèâíàÿ ãðóïïà ôàêòîðêîëüöà A/M4 ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìîé ñóììîé B⊕C ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû B è ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé

3-ãðóïïû C.

Áîëåå òî÷íî, ïóñòü I � äâóñòîðîííèé èäåàë â A, ïîðîæä¼ííûé L4 è âñå-
ìè ýëåìåíòàìè [a1, a2]

[
[a3, a4], a5

]
(ai ∈ A). Òîãäà C = I/M4, à ãðóïïà B

èçîìîðôíà àääèòèâíîé ãðóïïå ôàêòîðêîëüöà A/I.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü x1, . . . , x5 � ðàçëè÷íûå ñâîáîäíûå ïîðîæäàþùèå A.

Òîãäà
[
x1

[
[x2, x3], x4

]
, x5

]
+ L4 � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 â L3/L4.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] S. Bhupatiraju, P. Etingof, D. Jordan, W. Kuszmaul, J. Li. Lower central
series of a free associative algebra over the integers and �nite �elds. J. Algebra
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Êëàññèôèêàöèÿ óïðóãèõ ëèíåéíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé
êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ ãðóïï Ëè

Ì.Â. Ìåùåðÿêîâ
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ï. Îãàð¼âà,

Ñàðàíñê, Ðîññèÿ
mesh@math.mrsu.ru

Â äîêëàäå áóäåò äàíî îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ ëè-
íåéíûõ ïîäãðóïï Ëè G, ÿâëÿþùèõñÿ óïðóãèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè (taut
submanifolds) â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö, òî åñòü òàêèõ ïîä-
ãðóïï, ÷òî âñå èõ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñóòü ñîâåðøåííûå ôóíêöèè Ìîðñà�
Áîòòà íà G îòíîñèòåëüíî ïîëÿ âû÷åòîâ Z2.

Òåîðåìà. Ñðåäè âñåõ êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ íåïðèâîäèìûõ ïîäãðóïï G ⊂
Un(F ) êëàññè÷åñêèå óíèòàðíûå ìàòðè÷íûå ãðóïïû Un(F ), ãäå F = R, C, H,
ñòàíäàðòíî âëîæåííûå â ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö Matn(F ), è òîëüêî îíè,
ÿâëÿþòñÿ óïðóãèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè.

Ýòî óòâåðæäåíèå äîïîëíÿåò íåêîòîðûì îáðàçîì îïðåäåë¼ííûå ðåçóëüòàòû
ðàáîò [1], [2], [3].

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] À.Ï. Âåñåëîâ, È.À. Äûííèêîâ. Èíòåãðèðóåìûå ãðàäèåíòíûå ïîòîêè è òåî-
ðèÿ Ìîðñà. Àëãåáðà è àíàëèç 8 (1996), no. 3, 78�103.
[2] Ì.Â. Ìåùåðÿêîâ. Ìîðñîâñêèå ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íåïðèâî-
äèìûõ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè. XLI Îãà-
ðåâñêèå ÷òåíèÿ: ìàòåðèàëû íàó÷í. êîíô. â 3 ÷. ×. 2. Åñòåñòâåííûå íàóêè.
Ñàðàíñê, Èçä-âî Ìîðäîâ. óí-òà, 2013, ñ. 152�158.
[3] C. Gorodski, G. Thorbergsson. The classi�cation of taut irreducible represen-
tations. J. Reine Angew. Math. B. 555 (2003), 187�235.
[4] C. Gorodski. Taut representations of compact simple Lie groups. Illinois
J. Math. 52 (2008), no. 1, 121�143.
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Ðàâíîõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ñëó÷àé ãèïîòåçû Ãåðñòåíà
äëÿ ïó÷êîâ ñ òðàíñôåðàìè

À.À. Ìèíãàçîâ
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèå Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà

èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ
alexander.molev@sydney.edu.au

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû ñòàòüè [1], ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü F � ïðåäïó÷îê ñ òðàíñôåðàìè, R � ëîêàëüíîå ðåãóëÿð-

íîå ðàâíîõàðàêòåðèñòè÷åñêîå êîëüöî, K � åãî ïîëå ÷àñòíûõ. Îáîçíà÷èì

X = Spec R è X(i) � òî÷êè ñõåìû X êîðàçìåðíîñòè i. Òîãäà êîìïëåêñ

Ãåðñòåíà

0→ F(R)→ F(K)→
⊕
x∈X(1)

F−1(k(x))→
⊕
y∈X(2)

F−2(k(y))→ . . .

òî÷åí.

Â äîêàçàòåëüñòâå ìû äàåì îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà â êîìëåêñå Ãåðñòå-
íà íåçàâèñèìî îò ñòàòüè [3]. Äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ ïîëó÷åííîãî êîìïëåêñà ñ
êîìïëåêñîì Êóçåíà ìû èñïîëüçóåì òðàíñôåðû äëÿ ïðîåêòèâíûõ ìîðôèçìîâ
â ìîòèâàõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Òðàíñôåðû ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî ñòàòüå [2].

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] I.A. Panin. The equicharacteristic case of the Gersten Conjecture. Òåîðèÿ
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äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà È.Ð. Øàôàðåâè÷à. Òðóäû ÌÈÀÍ 241. Ì., Íàóêà,
2003, 169�178.
[2] I. Panin, A. Smirnov. Oriented cohomology theories of algebraic varieties II.
K-Theory 30 (2003), 265�314.
[3] V. Voevodsky. Cohomology theory of presheaves with transfers, preprint (1995).

Äèôôåðåíöèàëüíûå öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ SL2

À.Í. Ìèí÷åíêî
Èíñòèòóò Âàéöìàíà, Ðåõîâîò, Èçðàèëü

an.minchenko@gmail.com

Äîêëàä ÷àñòè÷íî îñíîâàí íà ðàáîòå àâòîðà [1].
Äèôôåðåíöèàëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî àë-

ãåáðàè÷åñêèì, òîëüêî âìåñòî ïîëèíîìîâ èñïîëüçóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå
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ïîëèíîìû. Àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé äèôôåðåíöèàëüíûõ. Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
y′′y − (y′)2 = 0 çàäàåò äèôôåðåíöèàëüíóþ ïîäãðóïïó â GL1: åñëè k � äèô-
ôåðåíöèàëüíîå ïîëå, òî íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â k îáðàçóþò
ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå ãðóïïû îò-
íîñèòåëüíî íåñêîëüêèõ êîììóòèðóþùèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé. Òàêèå ãðóïïû
âîçíèêàþò êàê ãðóïïû Ãàëóà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïà-
ðàìåòðàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî âñå öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿG→ SL2 àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï
ðàñùåïëÿþòñÿ. Ìû óâèäèì íà ïðèìåðå, ÷òî ïîäîáíîå íåâåðíî äëÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.

Òåîðåìà. ßäðî óíèâåðñàëüíîãî öåíòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ SL2 â êàòåãî-

ðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íàä äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëåì

ñ m ðàçëè÷íûìè êîììóòèðóþùèìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè èçîìîðôíî âåê-

òîðíîé ãðóïïå ðàçìåðíîñòè
m(m−1)

2 .

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] A. Minchenko. On central extensions of simple di�erential algebraic groups,
ñì. arXiv: math.AC/1401.0522 (2014).

Ïðîáëåìà Âèíáåðãà äëÿ êëàññè÷åñêèõ àëãåáð Ëè
À.È. Ìîëåâ

Óíèâåðñèòåò Ñèäíåÿ, Ñèäíåé, Àâñòðàëèÿ
alexander.molev@sydney.edu.au

Äëÿ êàæäîé ïðîñòîé àëãåáðû Ëè g êëàññè÷åñêîãî òèïà è ðåãóëÿðíîãî ýëå-
ìåíòà µ ∈ g∗ â ÿâíîì âèäå ïîñòðîåíû àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñåìåé-
ñòâà îáðàçóþùèõ â ìàêñèìàëüíîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðå Aµ óíèâåðñàëü-
íîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû U(g). Ïîäàëãåáðû Aµ áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ
Ðûáíèêîâà (2006) è Ôåéãèíà�Ôðåíêåëÿ�Òîëåäàíî Ëàðåäî (2010) ñ èñïîëü-
çîâàíèåì öåíòðîâ àôôèííûõ âåðòåêñíûõ àëãåáð íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå. Â
ýòèõ ðàáîòàõ ïîêàçàíî, ÷òî àëãåáðû Aµ ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâàíèÿìè ïîäàëãåáð
Ìèùåíêî�Ôîìåíêî è, òåì ñàìûì, äàþò ðåøåíèå ïðîáëåìû Âèíáåðãà (1990).
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Íåêîììóòàòèâíûå çàêîíû âçàèìíîñòè
íà äâóìåðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ñõåìàõ

Ä.Â. Îñèïîâ
Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ,

Ìîñêâà, Ðîññèÿ
d_osipov@mi.ras.ru

Äîêëàä îñíîâàí íà ðàáîòàõ àâòîðà [1], [2].
Ïóñòü X � íîðìàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàä êîíå÷íûì

ïîëåì Fq.
Ïóñòü AX � êîëüöî àäåëåé Ïàðøèíà�Áåéëèíñîíà ïîâåðõíîñòèX. Ïî îïðå-

äåëåíèþ èìååì AX ⊂
∏

x∈C Kx,C , ãäå x ⊂ C ïðîáåãàåò âñå ïàðû: òî÷êà x è
íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ C 3 x íà X, à êîëüöî Kx,C åñòü êîíå÷íîå ïðîèçâå-
äåíèå äâóìåðíûõ ëîêàëüíûõ ïîëåé, ãäå êàæäîå äâóìåðíîå ëîêàëüíîå ïîëå
íåêàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî ïîëþ èòåðèðîâàííûõ ðÿäîâ Ëîðàíà Fq′((u))((t)).

Ïóñòü öåëîå n > 2. Êàíîíè÷åñêè ñòðîèòñÿ öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ãðóïï

0 −→ Z −→ ̂GLn(AX) −→ GLn(AX) −→ 1, (1)

êîòîðîå ïðè îãðàíè÷åíèè íà ãðóïïû GLn(Fq′((u))((t))) íå ðàñùåïëÿåòñÿ è
ñîîòâåòñòâóåò íåðàçâåòâëåííîé ëîêàëüíîé äâóìåðíîé òåîðèè ïîëåé êëàññîâ
(çäåñü ïîäãðóïïà GLn(Fg′((u))((t))) âëîæåíà â ãðóïïó GLn(AX) ïðè ïîìîùè
âëîæåíèÿ ëîêàëüíîé êîìïîíåíòû Kx,C â êîëüöî àäåëåé AX).

Ïóñòü a ∈ Fq(X)∗ ëþáîé ýëåìåíò. Êàíîíè÷åñêè ñòðîèòñÿ öåíòðàëüíîå ðàñ-
øèðåíèå ãðóïï

1 −→ F∗q −→ ̂GLn,a(AX) −→ GLn(AX) −→ 1,

êîòîðîå ïðè îãðàíè÷åíèè íà ãðóïïû GLn(Fq′((u))((t))) íå ðàñùåïëÿåòñÿ è
ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîé äâóìåðíîé òåîðèè ïîëåé êëàññîâ äëÿ êóììåðîâûõ
ðàñøèðåíèé (çäåñü ïîäãðóïïà GLn(Fg′((u))((t))) âëîæåíà â ãðóïïó GLn(AX)
ïðè ïîìîùè âëîæåíèÿ ëîêàëüíîé êîìïîíåíòû Kx,C â êîëüöî àäåëåé AX).

Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X îïðåäåëèì ïîäêîëüöî Kx = Fq(X) · Ôx âíóòðè

êîëüöà Frac Ôx. Äëÿ ëþáîé íåïðèâîäèìîé êðèâîé C ⊂ X îïðåäåëèì ïîëå KC

êàê ïîïîëíåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé Fq(X) ïî äèñêðåòíîìó íîðìè-
ðîâàíèþ, çàäàâàåìîìó êðèâîé C.

Òåîðåìà. Öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ̂GLn(AX) è ̂GLn,a(AX) êàíîíè÷åñêè
ðàñùåïëÿþòñÿ íàä ñëåäóþùèìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû GLn(AX):
1) íàä GLn(Kx), ãäå x � ëþáàÿ òî÷êà íà X; 2) íàä GLn(KC), ãäå C � ëþáàÿ

íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ íà X; 3) íàä GLn(Fq(X)) â ñëó÷àå, åñëè X ïðîåêòèâíà.
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Â [1] äîêàçàí òàêæå àíàëîã ýòîé òåîðåìû äëÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòè X (òî åñòü äëÿ íîðìàëüíîé äâóìåðíîé ñõåìû êîíå÷íîãî òèïà íàä Z, òàê
÷òî X ñþðüåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ íà SpecZ) è äëÿ àíàëîãà öåíòðàëüíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ (1), ãäå ãðóïïó Z â ÿäðå òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) íàäî çàìå-
íèòü íà ãðóïïó R∗+. Ïðè ýòîì íàäî ðàññìàòðèâàòü òàêæå ãðóïïû GLn(R((t)))
è GLn(C((t))), âîçíèêàþùèå èç ëîêàëüíûõ àðõèìåäîâûõ êîìïîíåíò àðèôìå-
òè÷åñêîãî êîëüöà àäåëåé ñõåìû X.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà îáîáùàåòñÿ òàêæå íà ñëó÷àé íîðìàëü-
íîé àëãåáðàè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, îïðåäåë¼ííîé íàä ïðîèçâîëüíûì ñîâåðøåí-
íûì ïîëåì k, ñì. [2].

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ä.Â. Îñèïîâ. Íåðàçâåòâëåííîå äâóìåðíîå ñîîòâåòñòâèå Ëåíãëåíäñà.
Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. 77 (2013), âûï. 4, 73�102, ñì. òàêæå arXiv:
math.AG/1210.3780.
[2] Ä.Â. Îñèïîâ. Íåêîììóòàòèâíûå çàêîíû âçàèìíîñòè íà àëãåáðàè÷åñêèõ
ïîâåðõíîñòÿõ: ñëó÷àé ðó÷íîãî âåòâëåíèÿ. Ìàòåì. ñá. 204 (2013), âûï. 12,
105�118, ñì. òàêæå arXiv: math.AG/1307.1995.

Èíâàðèàíòû áàçèñíûõ ìíîãîîáðàçèé
À.Í. Ïàíîâ

Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ñàìàðà, Ðîññèÿ
apanov@list.ru

Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, N =
UT(n,K) � ãðóïïà âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè,
n � å¼ àëãåáðà Ëè, n∗ � ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî ê n, ðåàëèçîâàííîå êàê
ïîäïðîñòðàíñòâî íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ íóëÿìè ïî äèàãîíàëè. Íà n

îïðåäåëåíî ëåâî-ïðàâîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïûN×N . Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåä-
ñòàâëåíèå â n∗ áóäåì òàêæå íàçûâàòü ëåâî-ïðàâûì; áàçèñíûå ìíîãîîáðàçèÿ �
îðáèòû ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ [1], [2].

Ïóñòü D � ïîäìíîæåñòâî òèïà ðàññòàíîâêè ëàäåé â ìíîæåñòâå ïîëîæè-
òåëüíûõ êîðíåé ∆+ = {(i, j) | n > i > j > 1}, ϕ : D → K∗ è VD,ϕ � ëåâî-
ïðàâàÿ îðáèòà ãðóïïû N × N ýëåìåíòà

∑
η∈D ϕ(η)Eη. Èçâåñòíî [1], [2], ÷òî

âñÿêîå áàçèñíîå ìíîãîîáðàçèå èìååò âèä VD,ϕ äëÿ íåêîòîðûõ D è ϕ. Áàçèñ-
íûé êîíóñ VD � çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ VD,ϕ ïî âñåì ϕ : D → K∗. Ýëåìåíò
ãðóïïû Âåéëÿ w íàçîâåì îäíîðîäíûì, åñëè ïåðåñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèÿ Øó-
áåðòà Xw ñ ãëàâíîé àôôèííîé îêðåñòíîñòüþ N−B mod B ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì
ñ öåíòðîì â íà÷àëüíîé òî÷êå p = B mod B.
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Òåîðåìà 1. Áàçèñíûå êîíóñû � ýòî â òî÷íîñòè êàñàòåëüíûå êîíóñû äëÿ

îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ.

Äëÿ äàííîãîD îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîðîäíûé ýëåìåíò ÷åðåç wD.
Óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé: (i, j) � (a, b), åñëè i > a èëè
i = a è j < b.

Òåîðåìà 2. Ðàñøèðèì D äî C(D) = {ξ1 � . . . � ξc} ⊂ ∆+, ãäå
1) rξ1 . . . rξi(ξj) > 0 äëÿ âñåõ 1 6 i < j;
2) ëèáî ξj ∈ D, ëèáî êîðåíü ξj ÿâëÿåòñÿ D-ñèíãóëÿðíûì;
3) ξj � íàèáîëüøèé êîðåíü, óäîâëåòâîðÿþùèé 1) è 2).
Òîãäà wD = rξ1 . . . rξc.

Òåîðåìà 3. Ïîëå èíâàðèàíòîâ êîïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
N íà áàçèñíîì êîíóñå VD (ñîîòâ., íà áàçèñíîì ìíîãîîáðàçèè VD,ϕ) ÿâëÿåò-
ñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ K ñòåïåíè |C(D)| (ñîîòâ.,
ñòåïåíè |C(D)| − |D|).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] C.A.M. Andr�e. Basic characters of the unitriangular group. J. Algebra 175
(1995), no. 1, 287�319.
[2] N. Yan. Representation theory of �nite unipotent linear groups. Ph.D. thesis.
Department of Math., University of Pennsylvania, 2001, ñì. òàêæå arXiv:
math.RT/1004.2674.

Êîìïëåêñíàÿ ãåîìåòðèÿ ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèé
Ò.Å. Ïàíîâ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, Ðîññèÿ

tpanov@mech.math.msu.su

Ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñû ZK ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòðàíñòâà ñ äåéñòâè-
åì òîðà, ïàðàìåòðèçóåìûå êîíå÷íûìè ñèìïëèöèàëüíûìè êîìïëåêñàìè K.
Îíè ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç îñíîâíûõ îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ â òîðè÷åñêîé òî-
ïîëîãèè.

Â ñëó÷àå, êîãäà K � òðèàíãóëÿöèÿ ñôåðû, ZK ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì
ìíîãîîáðàçèåì, íàçûâàåìûì ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèåì. Òðèàíãóëÿöèè,
äâîéñòâåííûå ê ïðîñòûì ìíîãîãðàííèêàì P , ïðåäîñòàâëÿþò âàæíûé êëàññ
òðèàíãóëÿöèé ñôåð; ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ
ãëàäêèìè è îáîçíà÷àþòñÿ ZP . Ìíîãîîáðàçèÿ ZP òåñíî ñâÿçàíû ñ êîíñòðóê-
öèåé ãàìèëüòîíîâûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ïðè ïîìîùè ñèìïëåêòè÷å-
ñêîé ðåäóêöèè: ZP âîçíèêàåò êàê ìíîæåñòâî óðîâíÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòîâ
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è âêëàäûâàåòñÿ â Cm êàê íåâûðîæäåííîå ïåðåñå÷åíèå âåùåñòâåííûõ êâàä-
ðèê. Òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâ ZK è ìíîãîîáðàçèé ZP äîñòàòî÷íî ñëîæíà äàæå
äëÿ ïðîñòûõ K è P .

Òàêèå ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê òàêæå âîçíèêàëè â ãîëîìîðôíîé äèíàìèêå
êàê ïðîñòðàíñòâà ëèñòîâ ãîëîìîðôíûõ ñëîåíèé â Cm. Èõ èçó÷åíèå ïðèâå-
ëî ê îòêðûòèþ íîâîãî êëàññà êîìïàêòíûõ íåêýëåðîâûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãî-
îáðàçèé, èçâåñòíûõ êàê LVM-ìíîãîîáðàçèÿ. Êàê áûëî îáíàðóæåíî Áîñèî è
Ìåðñìàíîì, ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå øèðîêîìó êëàññó LVM-
ìíîãîîáðàçèé, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé â òî÷íîñòè ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ ZP .
Òåì ñàìûì ìíîãîîáðàçèÿ ZP ïðèîáðåòàþò íåêýëåðîâû êîìïëåêñíûå ñòðóêòó-
ðû, îáîáùàþùèå èçâåñòíûå ñåìåéñòâàìíîãîîáðàçèé Õîïôà èÊàëàáè�Ýêìàíà.

Ìû ñòðîèì è èçó÷àåì êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íà áîëåå øèðîêîì êëàñ-
ñå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèé Z, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëíûì ñèìïëèöèàëüíûì

âååðàì.
Â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíûõ âååðîâ ìíîãîîáðàçèå Z ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ãî-

ëîìîðôíîãî ðàññëîåíèÿ íàä òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ñî ñëîåì ãîëîìîðô-
íûé (êîìïàêòíûé) òîð. Ñïåêòðàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Áîðåëÿ è Ôð¼ëè-
õåðà ýòîãî ðàññëîåíèÿ âûðîæäàþòñÿ â ÷ëåíå E3, ÷òî ïðèâîäèò ê îïèñàíèþ
êîãîìîëîãèé Äîëüáî ìíîãîîáðàçèÿ Z.

Â îáùåì (íåðàöèîíàëüíîì) ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå Z ñíàáæåíî êàíîíè÷å-
ñêèì ãîëîìîðôíûì ñëîåíèåì F è äåéñòâèåì àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà, òðàíçè-
òèâíûì â òðàíñâåðñàëüíîì íàïðàâëåíèè ê ñëîåíèþ. Ìû ñòðîèì òðàíñâåðñàëü-
íî êýëåðîâû ìåòðèêè íà Z. Ïðè ïîìîùè íèõ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå êýëåðîâû
ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Z ëåæàò â ãîëîìîðôíîì òîðå, ñîäåðæàùåìñÿ â ëèñòå ñëî-
åíèÿ F. Ïðè óñëîâèè îáùíîñòè êîìáèíàòîðíûõ äàííûõ, çàäàþùèõ êîìïëåêñ-
íóþ ñòðóêòóðó, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ëþáîå àíàëèòè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî â
Z ÿâëÿåòñÿ ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèåì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Â ÷àñòíîñòè,
èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî àíàëèòè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ, ÷òî ðàäèêàëüíî
îòëè÷àåò ìíîãîîáðàçèÿ Z îò êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé, âîçíèêàþùèõ â àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Ì. Âåðáèöêèì è Þ. Óñòèíîâ-
ñêèì.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] T. Panov, Yu. Ustinovsky. Complex-analytic structures on moment-angle
manifolds. Moscow Math. J. 12 (2012), no. 1, 149�172.
[2] T. Panov, Yu. Ustinovsky. M. Verbitsky. Complex geometry of moment-angle
manifolds, ñì. arXiv: math.CV/1308.2818 (2013).
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Î ëþñòèãîâñêîì q-àíàëîãå êðàòíîñòè âåñà
Ä.È. Ïàíþøåâ

Èíñòèòóò ïðîáëåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè
èì. À.À. Õàðêåâè÷à ÐÀÍ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

panyushev@iitp.ru

Äîêëàä îñíîâàí íà ìîåé ðàáîòå [1].
Ïóñòü G � êîìïëåêñíàÿ ñâÿçíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ àë-

ãåáðîé Ëè g è T � ìàêñèìàëüíûé òîð â áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïå B. Åñëè Vλ

� ïðîñòîé êîíå÷íîìåðíûé G-ìîäóëü ñî ñòàðøèì âåñîì λ è Vλ = ⊕µ∈t∗Vµ
λ �

âåñîâîå ðàçëîæåíèå îòíîñèòåëüíî T , òî mµ
λ = dim(Vµ

λ). Â äîêëàäå áóäåò ðàñ-
ñêàçàíî î ëþñòèãîâñêèõ q-àíàëîãàõ Mµ

λ(q) êðàòíîñòè âåñà mµ
λ. Ìíîãî÷ëåíû

Mµ
λ(q) îïðåäåëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ÷åðåç çíàêîïåðåìåííîå ñóììèðîâàíèå ïî

ãðóïïå Âåéëÿ, ïðè ïîìîùè q-àíàëîãà ôóíêöèè ðàçáèåíèÿ Êîñòàíòà. Ïðè ýòîì
Mµ

λ(q)|q=1 = mµ
λ. Ïåðâîíà÷àëüíî, Ëþñòèã (1983) îïðåäåëÿë q-àíàëîãè òîëüêî

äëÿ äîìèíàíòíûõ âåñîâ µ. Îäíàêî ýòî îãðàíè÷åíèå íåñóùåñòâåííî è ìíîãî-
÷ëåíûMµ

λ(q) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äëÿ âñåõ µ òàêèõ, ÷òî λ−µ åñòü ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ïðîñòûõ êîðíåé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè; â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ âñåõ âåñîâ ïðåäñòàâëåíèÿ Vλ. Ëþñòèãîâñêèå q-àíàëîãè âîçíèêàþò
â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è òåîðèè èíâàðèàíòîâ. Èçâåñòíî,
÷òîMµ

λ(q) èìååò íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, åñëè µ � äîìèíàíòíûé âåñ.
Êðîìå òîãî, åñëè Vλ èìååò íóëåâîé âåñ è m

0
λ = n, òî M0

λ(q) =
∑n

i=1 q
mi(λ), ãäå

m1(λ), . . . ,mn(λ) � îáîáùåííûå ïîêàçàòåëè ïðåäñòàâëåíèÿ Vλ. Oáîáùåííûå
ïîêàçàòåëè áûëè ââåäåíû Êîñòàíòîì (1963) â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ñòðóêòó-
ðû ãðàäóèðîâàííîãî G-ìîäóëÿ C[N], ãäå N ⊂ g � ýòî êîíóñ íèëüïîòåíòíûõ
ýëåìåíòîâ. Íîâûå ðåçóëüòàòû, î êîòîðûõ ÿ ñîáèðàþñü ðàññêàçàòü, ñîñòîÿò â
ñëåäóþùåì.
(A) Äëÿ ïðîñòîé àëãåáðû Ëè g, ñî ñòàðøèì êîðíåì θ, ìû âû÷èñëèì ìíî-

ãî÷ëåíû Mµ
λ(q) äëÿ âñåõ êîðíåé àëãåáðû g = Vθ è ïîêàæåì, ÷òî âçâåøåííàÿ

ñóììà
∑

µm
µ
θM

µ
θ (q) çàâèñèò òîëüêî îò M0

θ(q) è îò ÷èñëà Êîêñòåðà àëãåáðû g.
(Ïîõîæèå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìëàäøåãî ïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ).
(B) Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáûõ G-ìîäóëåé Vλ è Vγ

âçâåøåííàÿ ñóììà
∑

µm
µ
γM

µ
λ(q) ðàâíÿåòñÿ q-àíàëîãó êðàòíîñòè íóëåâîãî âå-

ñà (ïðèâîäèìîãî) G-ìîäóëÿ Vλ ⊗ V∗γ. Ïîýòîìó
∑

µm
µ
γM

µ
λ(q) =

∑
µm

µ
λM

µ
γ(q),

è ýòî òàêæå äà¼ò äðóãîé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ Z[q]-çíà÷íîé ñèììåòðè÷íîé
áèëèíåéíîé ôîðìû íà êîëüöå õàðàêòåðîâ àëãåáðû g, êîòîðàÿ áûëà ââåäåíà â
ðàáîòàõ R.Brylinski (Gupta) (1987). Ñðàâíåíèå äâóõ ôîðìóë äëÿ

∑
µm

µ
θM

µ
θ (q)

36



äà¼ò òàêæå èíòåðåñíîå òîæäåñòâî, âêëþ÷àþùåå ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå ïîä-
ãðóïïû Wθ è ìíîãî÷ëåí M0

θ(q).
(C) Åñëè g ïðîñòàÿ è ηi � ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé âûñîòû i, òî

ðàçáèåíèå, îáðàçîâàííîå ïîêàçàòåëÿìè àëãåáðû g, äâîéñòâåííî ê ðàçáèåíèþ
(η1, η2, . . .) [Kostant (1959), Macdonald (1972)]. ß ïðèâåäó íåêîòîðîå ãåîìåò-
ðè÷åñêîå îáúÿñíåíèå è, êàê ñëåäñòâèå, îáîáùåíèå äàííîãî ñâîéñòâà, êîòîðîå
èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû R.Brylinski (1990) è ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ íèëüïîòåíò-
íûõ ýëåìåíòîâ â g.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] D.I. Panyushev. On Lusztig's q-analogues of all weight multiplicities of a
representation, 15 pp., submitted.

Ãèáêîñòü àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé
À.Þ. Ïåðåïå÷êî

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèå Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà
èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ

perepeal@gmail.com

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Õåíäðèêîì Çþññîì (Hendrik S�uß)
è Ìàòåóøåì Ìèøàëåêîì (Mateusz Micha lek). Â í¼ì èçó÷àåòñÿ ãèáêîñòü äâóõ
ñåìåéñòâ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé, íàäåë¼ííûõ äåéñòâèåì àëãåáðàè÷åñêîãî
òîðà.

Ïóñòü X � àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè > 2,
îïðåäåë¼ííîå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè íóëü, è
ïóñòü SAutX � ïîäãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ X, ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè äåéñòâè-
ÿìè àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Ga = Ga(K).

Ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ãèáêèì, åñëè êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê X
â ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé òî÷êå ïîðîæäàåòñÿ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê îð-
áèòàì Ga-äåéñòâèé. Ýòî ýêâèâàëåíòíî áåñêîíå÷íîé òðàíçèòèâíîñòè äåéñòâèÿ
ãðóïïû SAutX íà ïîäìíîæåñòâå ãëàäêèõ òî÷åê Xreg ⊂ X, ñì. [3].

Ðàíåå îïèñàííûå êëàññû ãèáêèõ ìíîãîîáðàçèé âêëþ÷àþò àôôèííûå êî-
íóñû íàä ìíîãîîáðàçèÿìè ôëàãîâ, íåâûðîæäåííûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
ðàçìåðíîñòè > 2 è íàäñòðîéêè íàä ãèáêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè [1]; àôôèííûå
êîíóñû íàä ïîâåðõíîñòÿìè äåëü Ïåööî ñòåïåíè > 4 [2]; óíèâåðñàëüíûå òîð-
ñîðû íàä À-ïîêðûòûìè ìíîãîîáðàçèÿìè [4].

Ìû äîêàçûâàåì ãèáêîñòü ñëåäóþùèõ äâóõ ñåìåéñòâ ìíîãîîáðàçèé:
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1. àôôèííûå êîíóñû íàä ìíîãîîáðàçèÿìè ñåêóùèõ ìíîãîîáðàçèé Âåðîíåçå�
Ñåãðå;

2. òîòàëüíûå êîîðäèíàòíûå ïðîñòðàíñòâà (òî åñòü ñïåêòðû êîëåö Êîêñà)
ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ Ò-ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòè îäèí.

Â äîêàçàòåëüñòâå ìû èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ èç [5], êîòîðàÿ ïî êàæäîìó
îòêðûòîìó öèëèíäðè÷åñêîìó ïîäìíîæåñòâó íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà â
ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè Y ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðåãóëÿðíîå Ga-äåéñòâèå
íà àôôèííîì êîíóñå íàä Y .

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] È.Â. Àðæàíöåâ, Ì.Ã. Çàéäåíáåðã, Ê.Ã. Êóþìæèÿí. Ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ,
òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è íàäñòðîéêè: òðè ïðèìåðà áåñêîíå÷íîé òðàíçèòèâ-
íîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê 203 (2012), no. 7, 3�30.
[2] À.Þ. Ïåðåïå÷êî. Ãèáêîñòü àôôèííûõ êîíóñîâ íàä ïîâåðõíîñòÿìè äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 4 è 5. Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë. 47 (2013), âûï. 4, 45�52.
[3] I.V. Arzhantsev, H. Flenner, S. Kaliman, F. Kutzschebauch, M. Zaidenberg.
Flexible varieties and automorphism groups. Duke Math. J. 162 (2013), no. 4,
767�823.
[4] I.V. Arzhantsev, A. Perepechko, H. S�uß. In�nite transitivity on universal
torsors. Journal of the LMS, accepted, ñì. òàêæå arXiv: math.AG/1302.2309.
[5] T. Kishimoto, Yu. Prokhorov, M. Zaidenberg. Group actions on a�ne cones. In:
Montreal Centre de Recherches Math�ematiques, CRM Proceedings and Lecture
Notes 54 (2011), 123�163.

Äåéñòâèå ãðóïïû SL2 íà ìíîãîîáðàçèè Sp4-ôëàãîâ
è (sp4, sl2)-ìîäóëè
À.Â. Ïåòóõîâ

Èíñòèòóò ïðîáëåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè
èì. À.À. Õàðêåâè÷à ÐÀÍ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

alex- -2@yandex.ru

Öåëü äàííîãî äîêëàäà � ïîêàçàòü, êàê îáùèå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû òåîðèè
(g, k)-ìîäóëåé ïðèìåíÿþòñÿ ê ïàðå àëãåáð Ëè (sp4, sl2). Ïîíÿòèå (g, k)-ìîäóëÿ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêëî â ðàáîòàõ Õàðèø-×àíäðû ïðè èçó÷åíèè áåñ-
êîíå÷íîìåðíûõ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé âåùåñòâåííûõ ïîëóïðîñòûõ ãðóïï
Ëè. Â ýòîì ñëó÷àå k ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïîäàëãåáðîé â àëãåáðå Ëè g.
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Òåîðèè (g, k)-ìîäóëåé äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ïàð (g, k) è å¼ ñâÿçÿì ñ äðóãè-
ìè îáëàñòÿìè òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ïîñâÿùåíû ñîòíè ðàáîò è äåñÿòêè êíèã.
È. Ïåíêîâ, Â. Ñåðãàíîâà, Ã. Öóêåðìàí [1] çàìåòèëè, ÷òî îäíî èç öåíòðàëüíûõ
ïîíÿòèé ýòîé òåîðèè, äîïóñòèìîñòü, ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ïðîèçâîëüíóþ
ïàðó àëãåáð Ëè (g, k) è ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïàð àëãåáð Ëè (g, k) õîòÿ áû
îäèí íåòðèâèàëüíûé äîïóñòèìûé (g, k)-ìîäóëü ñóùåñòâóåò.

Â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè àâòîðà äîêëàäà [2] áûë ðàçâèò ãåîìåòðè÷å-
ñêèé ïîäõîä ê òåîðèè äîïóñòèìûõ (g, k)-ìîäóëåé, îñíîâàííûé íà êëàññè÷åñêîé
òåîðèè èíâàðèàíòîâ. Â ïðîöåññå äîêëàäà ÿ ïîêàæó, êàê ýòîò ïîäõîä ïðèìå-
íÿåòñÿ ê ïàðå (sp4, sl2), òî åñòü êàê îïèñàíèå îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû SL2 íà
ìíîãîîáðàçèè ôëàãîâ ãðóïïû Sp4 è íóëü-êîíóñà äëÿ äåéñòâèÿ SL2 íà V6π1

(îáúåêòîâ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû) âåä¼ò ê îïèñàíèþ äîïóñòèìûõ (sp4, sl2)-
ìîäóëåé (îáúåêòîâ àëãåáðû íåêîììóòàòèâíîé).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] I. Penkov, V. Serganova, G. Zuckerman. On the existence of (g, k)-modules of
�nite type. Duke Math. J. 125 (2004), no. 2, 329�349.
[2] A.V. Petukhov, A geometric approach to (g, k)-modules of �nite type, Ph.D.
thesis. Jacobs University, Bremen, 2011, ñì. òàêæå arXiv: math.RT/1105.5020.

Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ìîíîìèàëüíûõ àëãåáð
À.Â. Ïå÷èíà

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, Ðîññèÿ

pechina.anna@mail.ru

Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.
Ìû ðàññìàòðèâàåì àëãåáðó

A = K[x, y]/〈xk0ym0, . . . , xknymn〉,

ãäå ki+1 > ki, mi+1 < mi äëÿ i = 0, . . . , n è k0 = mn = 0. Ýòî êîíå÷íîìåðíàÿ
ëîêàëüíàÿ àëãåáðà. Òàêèå àëãåáðû âîçíèêàþò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð,
ñì. [1].

Öåëüþ íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñòðóêòóðû ãðóïïû àâòîìîðôèç-
ìîâ àëãåáðû A êàê àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû.

Ðàáîòà [2] ñîäåðæèò êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè (AutA)0.
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Áóäåì íàçûâàòü àëãåáðó A ñèììåòðè÷íîé, åñëè ki = mn−i, i = 0, . . . , n.
Îáîçíà÷èì

dx = max
i=1,...,n

(ki − ki−1), dy = max
i=1,...,n

(mi−1 −mi),

T2 � äâóìåðíûé àëãåáðàè÷åñêèé òîð (K∗)2, Z2 � ãðóïïà èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà. Â ðàçëîæåíèè AutA = RiU íà ðåäóêòèâíóþ è óíèïîòåíòíóþ

÷àñòè

• R ∼= GL2(K), åñëè A ñèììåòðè÷íà è dx = dy = 1;

• R ∼= T2 i Z2, åñëè A ñèììåòðè÷íà è dx + dy > 2;

• R ∼= T2, åñëè A íå ñèììåòðè÷íà.

Óòâåðæäåíèå. Âî ââåäåííûõ ðàíåå îáîçíà÷åíèÿõ

dimU = 2(dimA− n) + (m0 − dy) + (kn − dx).

Óòâåðæäåíèå. Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñóùåñòâóþò âñåãî 13 ëî-

êàëüíûõ àëãåáð ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà, ó êîòîðûõ óíèïîòåíòíàÿ ÷àñòü

êîììóòàòèâíà:

• K[x, y]/〈ym, xy, xk〉, ãäå 1 6 k 6 m 6 4;

• K[x, y]/〈ym, xy2, x2y, xk〉, ãäå 2 6 k 6 m 6 3.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] I.V. Arzhantsev, E.V. Sharoyko. Hassett�Tschinkel correspondence: Modality
and projective hypersurfaces. J. Algebra 348 (2011), no. 1, 217�232, ñì. òàêæå
arXiv: math.AG/0912.1474.
[2] A. Perepechko. On solvability of the automorphism group of a �nite-dimensional
algebra, ñì. arXiv: math.AG/1012.0237.
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Èíâàðèàíòû êîëåö Êîêñà äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ
ìàëîé ñëîæíîñòè êëàññè÷åñêèõ ãðóïï

Å.Â. Ïîíîìàð¼âà
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

Ìîñêâà, Ðîññèÿ
lizaveta@yandex.ru

Ïóñòü G � êîìïëåêñíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, B � å¼ áîðåëåâ-
ñêàÿ ïîäãðóïïà, U ⊆ B � ìàêñèìàëüíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà G.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñëîæíîñòüþ äåéñòâèÿ G íà íåïðèâîäèìîì àëãåáðàè÷å-
ñêîì ìíîãîîáðàçèè X íàçûâàåòñÿ êîðàçìåðíîñòü òèïè÷íîé B-îðáèòû.

Îïðåäåëåíèå 2. Äâîéíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ôëàãîâ íàçûâàþòñÿ ìíîãî-
îáðàçèÿ âèäà G/P ×G/Q, ãäå P,Q ⊆ G � ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû.

Çàäà÷à îïèñàíèÿ U -èíâàðèàíòîâ êîëåö Êîêñà äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëà-
ãîâ òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåïðè-
âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé. Ëþáîé íåïðèâîäèìûé G-ìîäóëü ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî
ñå÷åíèé íåêîòîðîãî G-ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàä îáîáù¼ííûì ìíîãîîáðàçèåì
ôëàãîâ G/P . Â ñâîþ î÷åðåäü, òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ñå÷åíèé
H0(G/P,L) èH0(G/Q,M) ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî ñå÷åíèé òåí-
çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàññëîåíèé L�M íàä äâîéíûì ìíîãîîáðàçèåì ôëàãîâ
X = G/P ×G/Q. Åñëè ìíîãîîáðàçèå X èìååò ñëîæíîñòü 0 èëè 1, òî ñîãëàñ-
íî òåîðåìàì Áðèîíà [2] è Òèìàø¼âà [5] çíàíèå àëãåáðû U -èíâàðèàíòîâ êîëåö
Êîêñà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà ñå÷åíèéH0(X,N) â ïðÿ-
ìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ G-ìîäóëåé.

Âñå äâîéíûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1 êëàññèôèöèðîâàíû [1].
Äëÿ ñëó÷àÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï íàéäåíû àëãåáðû U -èíâàðèàíòîâ êîëåö Êîê-
ñà âñåõ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1. Àëãåáðû óíèïîòåíò-
íûõ èíâàðèàíòîâ êîëåö Êîêñà äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1
äëÿ ñëó÷àÿ ìàêñèìàëüíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï áûëè ðàíåå íàéäåíû
Ëèòòåëüìàíîì [3] è Ïàíþøåâûì [4] ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæíîñòè 0 èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñòðîåíèè àëãåáðû
U -èíâàðèàíòîâ êîëåö Êîêñà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñëîæíîñòü X ðàâíà 0. Òîãäà àëãåáðà U -èíâàðèàíòîâ
êîëüöà Êîêñà êîíå÷íî ïîðîæäåíà è ñâîáîäíà.

Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæíîñòè 1 äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï äàííûå
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àëãåáðû óñòðîåíû òîæå äîâîëüíî õîðîøî, à èìåííî, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñëîæíîñòü X = G/P ×G/Q ðàâíà 1, G � êëàññè÷å-

ñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà àëãåáðà U -èíâàðèàíòîâ êîëüöà Êîêñà êîíå÷íî ïîðîæäåíà

è ñâîáîäíà èëè ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Å.Â. Ïîíîìàð¼âà. Êëàññèôèêàöèÿ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ñëîæíî-
ñòè 0 è 1. Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. 77 (2013), no. 5, 155�178.
[2] M. Brion. Groupe de Picard et nombres caract�eristiques des vari�et�es sph�eriques.
Duke Math. J. 58 (1989), 397�424.
[3] P. Littelmann. On spherical double cones. J. Algebra 166 (1994), 142�157.
[4] D.I. Panyushev. Complexity and rank of double cones and tensor product
decompositions. Comment. Math. Helv. 68 (1993), no. 3, 455�468.
[5] D.A. Timashev. Cartier divisors and geometry of normal G-varieties. Trans-
formation Groups 5 (2000), no. 2, 181�204.

Ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ éîðäàíîâûõ àëãåáð, èìåþùåãî
ñâåðõýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò

À.Â. Ïîïîâ
Industrial Management Consulting Slovakia s.r.o.,

Áðàòèñëàâà, Ñëîâàêèÿ
klever176@rambler.ru

Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ëèíåéíûõ àëãåáð íàä ïîëåì F , òî åñòü êëàññ
âñåõ ëèíåéíûõ àëãåáð, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðîìó íàáîðó ïîëèíîìèàëü-
íûõ òîæäåñòâ. Äëÿ àëãåáð ìíîãîîáðàçèÿ íàðÿäó ñ òîæäåñòâàìè, îïðåäåëÿþ-
ùèìè ìíîãîîáðàçèå, îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
òîæäåñòâ-ñëåäñòâèé. Âñå âìåñòå ýòè òîæäåñòâà îáðàçóþò T -èäåàë T (V ) â ñâî-
áîäíîé íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðå F{X} îò ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõX.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå F èìååò íóëåâóþ õàðàêòåðèñòèêó. Â ýòîì
ñëó÷àå âñå òîæäåñòâà ìíîãîîáðàçèÿ V ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ïîëèëèíåéíûõ
òîæäåñòâ è âñÿ èíôîðìàöèÿ î ìíîãîîáðàçèè ñîäåðæèòñÿ â åãî ïîëèëèíåéíîé
÷àñòè Pn(V ). Ïðîñòðàíñòâà Pn(V ) îïðåäåëÿþòñÿ êàê Pn/Pn ∩ T (V ), ãäå Pn �
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîëèëèíåéíûõ íåàññîöèàòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n îò
ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ x1, . . . , xn.
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Âàæíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ìíîãîîáðàçèÿ V ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü êîðàçìåðíîñòåé cn(V ) = dimPn (V ). Â çàâèñèìîñòè îò àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êîðàçìåðíîñòåé cn (V ) ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå
èìååò ïîëèíîìèàëüíûé, ýêñïîíåíöèàëüíûé, ñâåðõýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò.

Ïåðâûì ïðèìåðîì ìíîãîîáðàçèÿ éîðäàíîâûõ àëãåáð ñâåðõýêñïîíåíöèàëü-
íîãî ðîñòà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå òîæäåñòâàìè éîðäàíîâîé àë-
ãåáðû, ñîîòâåòñòâóþùåé áåñêîíå÷íîìåðíîé ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîð-
ìå [2].

Íîâûì ïðèìåðîì ìíîãîîáðàçèÿ éîðäàíîâûõ àëãåáð, èìåþùåãî ñâåðõýêñïî-
íåíöèàëüíûé ðîñò, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ñî ñëåäóþùèìè äîïîëíèòåëüíûìè
òîæäåñòâàìè (ïîìèìî òîæäåñòâ éîðäàíîâûõ àëãåáð):(

x2y
)
x ≡ 0,

(x1y1) (x2y2) (x3y3) ≡ 0.

Äàííûé ðåçóëüòàò âî ìíîãîì îñíîâûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû [1].
Â ÷àñòíîñòè, â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåí ïðèìåð àëãåáðû, óäîâëåòâîðÿþùåé
âûøå ïðèâåäåííûì òîæäåñòâàì.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðèìåðà ìíîãîîáðàçèÿ â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîá-
ðàçèÿ éîðäàíîâûõ àëãåáð, îïðåäåëÿåìûå äîïîëíèòåëüíûì òîæäåñòâîì ðàç-
ðåøèìîñòè ïîðÿäêà áîëüøå äâóõ, èìåþò ñâåðõýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò.
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Àääèòèâíûå äåéñòâèÿ íà ïðîåêòèâíûõ êâàäðèêàõ êîðàíãà îäèí
À.Á. Ïîïîâñêèé

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, Ðîññèÿ
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Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðà ñ È.Â. Àðæàíöåâûì [2].
Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü è Ga �

àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ K. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ óíèïîòåíòíóþ àô-
ôèííóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ãðóïïó Gn

a , òî åñòü àääèòèâíóþ ãðóïïó n-ìåðíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä K.
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Àääèòèâíûì äåéñòâèåì íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèå X íàçîâåì òàêîå
ýôôåêòèâíîå ðåãóëÿðíîå äåéñòâèå ãðóïïû Gn

a íà X, ÷òî îäíà èç îðáèò îò-
êðûòà â X. Èçó÷åíèå òàêèõ äåéñòâèé áûëî èíèöèèðîâàíî Õàññåòòîì è ×èí-
êåëåì â [3]. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî àääèòèâíûå äåéñòâèÿ íà ïðîåêòèâíîì ïðî-
ñòðàíñòâå Pn, ñ òî÷íîñòüþ äî àâòîìîðôèçìà Pn, íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññàìè èçîìîðôèçìà ëîêàëüíûõ (n + 1)-ìåðíûìè
K-àëãåáð.

Â äîêëàäå ìû ðàññìàòðèâàåì àääèòèâíûå äåéñòâèÿ íà ïðîåêòèâíûõ êâàä-
ðèêàõ F (x) = 0. Â ñëó÷àå, êîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F íåâûðîæäåíà, àä-
äèòèâíûå äåéñòâèÿ îïèñàíû â ðàáîòå Å.Â. Øàðîéêî [1]. Òàì ïîêàçàíî, ÷òî
â êàæäîé ðàçìåðíîñòè àääèòèâíîå äåéñòâèå åäèíñòâåííî. Ìû ðàññìàòðèâàåì
ñëó÷àé, êîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F îòâå÷àåò áèëèíåéíîé ôîðìå ñ îäíîìåð-
íûì ÿäðîì.

Àääèòèâíûå äåéñòâèÿ íà ïðîåêòèâíûõ êâàäðèêàõX ⊆ Pn+1, èíäóöèðîâàí-
íûå äåéñòâèÿìè Gn

a × Pn+1 → Pn+1, ìîãóò áûòü îïèñàíû â òåðìèíàõ ëîêàëü-
íûõ (n+2)-ìåðíûõ àëãåáð R ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé íà íèõ. À èìåííî,
íà àëãåáðå R ôèêñèðóåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F (çàäàþùàÿ êâàäðèêó X),
è â ìàêñèìàëüíîì èäåàëå m / R âûäåëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü W òàê, ÷òî

F (ab1, b2) + F (b1, ab2) = 0 äëÿ âñåõ b1, b2 ∈ R è a ∈ W,
F (1, 1) = 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F îòâå÷àåò áèëèíåéíîé ôîðìå ñ îä-
íîìåðíûì ÿäðîì, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Â ïðèâåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ òðîéêà (R,W,F ) ïðèâî-

äèòñÿ ê âèäó

M(F ) =



0 0 . . . 0 0 1
0 −1 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . −1 0 0
0 0 . . . 0 0 0
1 0 . . . 0 0 0


,

ãäå M(F ) � ìàòðèöà ôîðìû F â áàçèñå R, ñîãëàñîâàííîì ñ âêëþ÷åíèÿìè

W ⊂ m ⊂ R, W = 〈e1, . . . , en〉, è R èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð:

1. K[e1, . . . , en]/(eiej − λijen, e2
i − e2

j − (λii − λjj)en, esen, 1 6 i < j 6 n− 1,
1 6 s 6 n, n > 3) ãäå λij � ýòî ýëåìåíòû ñèìåòðè÷íîé áëî÷íî-äèàãî-

íàëüíîél (n − 1) × (n − 1)-ìàòðèöû Λ òàêîé, ÷òî êàæäûé áëîê Λk �
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ýòî

λk


1 0 0

0 . . . . . .
. . . . . . 0

0 0 1

+
1

2


0 1 0

1 . . . . . .
. . . . . . 1

0 1 0

+
i

2


0 1 0

. . . . . . −1

1 . . . . . .

0 −1 0


äëÿ íåêîòîðîãî λk ∈ K;

2. K[e1, e2]/(e
3
1, e1e2, e

2
2) èëè K[e1]/(e

4
1) ñ e2 = e3

1, e3 = e2
1.
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Cîõðàíÿþùèå ìåðó ýëåìåíòû íà ìíîãîîáðàçèè
ìåòàáåëåâûõ êîëåö Ëè

Å.Í. Ïîðîøåíêî1, Å.È. Òèìîøåíêî2, 3

1,2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ

1auto_stoper@ngs.ru, 2algebra@nstu.ru

Â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýëåìåíò ñâîáîäíîé ìåòàáåëåâîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ
ïðèìèòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîõðàíÿåò ìåðó. Â äàííîé ðà-
áîòå ïîëó÷åí àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíûõ ìåòàáåëåâûõ
àëãåáð Ëè.

Ïóñòü X = {x1, x2, . . . , xn} � n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. ×åðåç L(X) îáî-
çíà÷èì ñâîáîäíîå êîëüöî Ëè, à ÷åðåç M(X) � ñâîáîäíîå ìåòàáåëåâî êîëüöî,
òî åñòü ñâîáîäíóþ è ñâîáîäíóþ ìåòàáåëåâó Z-àëãåáðû ñîîòâåòñòâåííî. Êàæ-
äûé ýëåìåíò g àëãåáðû M(X) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûé ìíîãî-
÷ëåí îò x1, x2, . . . , xn. Ñîîòâåòñòâåííî, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
g(x1, . . . , xn).

3Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 12�01�00084).
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Îïðåäåëåíèå 1. Ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè îí ìîæåò áûòü
âêëþ÷åí â íåêîòîðóþ ñèñòåìó ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ êîëüöà M(X).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà S ÷åðåç St îáîçíà÷èì ïðÿìóþ ñóììó t êîïèé
êîëüöà S, òî åñòü êîëüöî S ⊕ S ⊕ · · · ⊕ S︸ ︷︷ ︸

t ðàç

. Íàáîð ýëåìåíòîâ (p1, p2, . . . , pt) (òî

åñòü ýëåìåíò êîëüöà St) áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü pt.
Ïóñòü R � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìåòàáåëåâî êîëüöî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëå-

ìåíòà g ∈ L(X) îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ψ : Rn → R: ψ(rn) = g(r1, r2, . . . , rn).
Èíûìè ñëîâàìè, îáðàç ýëåìåíòà rn = (r1, r2, . . . , rn) êîëüöà R

n ïîëó÷àåòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè ýëåìåíòîâ r1, r2, . . . , rn â ìíîãî÷ëåí g. Îòìåòèì, ÷òî
òàê êàê ëþáîå îòîáðàæåíèå ïîðîæäàþùèõ ñâîáîäíîãî êîëüöà ìíîãîîáðàçèÿ â
êîëüöî ýòîãî æå ìíîãîîáðàçèÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìî-
ìîðôèçìà, çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ g(rn) çàâèñèò òîëüêî îò ýëåìåíòà â àëãåáðå
M(X), çàäàâàåìîãî ìíîãî÷ëåíîì g(x1, x2, . . . , xn), íî íå îò òîãî, êàêîé èç ìíî-
ãî÷ëåíîâ, çàäàþùèõ ýòîò ýëåìåíò, áûë âûáðàí. Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ ψ(rn),
ãäå rn ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâî Rn.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü R �êîíå÷íîå ìåòàáåëåâî êîëüöî. Ýëåìåíò g àë-
ãåáðû M(X) íàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþùèì ìåðó íà R, åñëè êàæäûé ýëåìåíò
p ∈ R ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì (ïîä äåéñòâèåì ψ) â òî÷íîñòè |R|n−1 ýëåìåíòîâ rn

êîëüöà Rn.

Îïðåäåëåíèå 3. Ýëåìåíò g àëãåáðûM(X) íàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþùèì ìå-

ðó, åñëè îí ñîõðàíÿåò ìåðó íà ëþáîì êîíå÷íîì ìåòàáåëåâîì êîëüöå Ëè.

Ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ ìåðû íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîå ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ
ïîðîæäàþùèõ áûëî âûáðàíî â àëãåáðå M(X).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî Ëè. Âåêòîð
(s1, s2, . . . , sk) ∈ Sk íàçûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì, åñëè èäåàë, ïîðîæä¼ííûé
åãî êîîðäèíàòàìè, ñîâïàäàåò ñ S.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà Ëè S åãî óíèâåðñàëüíóþ îá¼ðòûâàþùóþ îáî-
çíà÷èì ÷åðåç U(S). Ðàññìîòðèì îáðàç f ∈ L(X) â óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòû-
âàþùåé U(L(X)) ïðè åñòåñòâåííîì âëîæåíèè. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé
áóäåì îáîçíà÷àòü åãî òîæå f . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåí-
íû òàêèå ýëåìåíòû ∂1f, ∂2f, . . . , ∂nf ∈ U(L(X)), ÷òî

f = x1∂1f + x2∂2f + . . .+ xn∂nf.

Ýòè ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ýëåìåíòà f .
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñâîáîäíîå ìåòàáåëåâî êîëüöî Ëè M(X). ×åðåç Z[X]

ìíîæåñòâî êîììóòàòèâíûõ àññîöèàòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ èç
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ìíîæåñòâà X. Ïóñòü ϕ : L(X) → M(X) � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì è
ϕ′ : U(L(X))→ Z[X] � òàêæå åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà îïðå-
äåëèì îòîáðàæåíèÿ ∂′i = ϕ′ ◦∂i ◦ϕ−1. Íåïîñðåäñòâåííî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè
îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëåíû êîððåêòíî.

Ïóñòü p, q,m � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì m > 2. ×åðåç Ip,q,m
îáîçíà÷èì èäåàë êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ Z[X], ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòàìè m è
xpi (x

q− 1), ãäå i = 1, 2, . . . , n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zp,q,m[X] êîììóòàòèâíîå àññî-
öèàòèâíîå êîëüöî Z[X]/Ip,q,m.

Ïóñòü η : Z[X] → Zp,q,m[X] � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì. ×åðåç ∂ig îáî-
çíà÷èì îáðàç ∂′ig ïîä äåéñòâèåì η.

Èç [2] ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò g ∈ M(X) ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð (∂′1g, ∂

′
2g, . . . , ∂

′
ng) óíèìîäóëÿðåí. Ýòî óòâåðæäå-

íèå âìåñòå ñ [3] ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó (ñð. ñ [4]).

Ëåììà 5. Ýëåìåíò g ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáûõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë p, q è äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëî-

æèòåëüíîãî ÷èñëàm > 2 âåêòîð (∂1g, ∂2g, . . . , ∂ng) óíèìîäóëÿðåí â Zp,q,m[X].

Íàêîíåö, èç ëåììû 5 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Ýëåìåíò g ∈ M(X) ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îí ñîõðàíÿåò ìåðó íà ìíîãîîáðàçèè ìåòàáåëåâûõ êîëåö Ëè
íàä Z.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X c êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííîé ãðóïïîé êëàññîâ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû Aut(X)0 ãðóïïû åãî
àâòîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé. Åñòåñòâåííûì
îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ ýòîé ãðóïïû.

Ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòüX íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî
(èëè ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî), åñëè å¼ àíòèêàíîíè÷åñêèé êëàññ îáèëåí. Èçâåñò-
íî, ÷òî ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî èçîìîðôíà ëèáî P1 × P1, ëèáî P2,
ëèáî ðàçäóòèþ Blp1,...,pn P2 ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2 â n 6 8 òî÷êàõ îáùå-
ãî ïîëîæåíèÿ. Òàê êàê P1 × P1, P2 è ðàçäóòèÿ P2 íå áîëåå ÷åì â òðåõ òî÷-
êàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òîðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè, çàäà÷à îïè-
ñàíèÿ èõ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäàìè Äåìàçþðà.
Äëÿ X = Blp1,...,pn P2, ãäå 4 6 n 6 8, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(X) êî-
íå÷íà. Ïîïûòêè îáîáùåíèÿ äàííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâîäÿò ê èññëåäîâàíèÿì
â äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ: óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Ôà-
íî èëè îòêàç îò óñëîâèÿ ãëàäêîñòè. Íàìè áûëè ðàññìîòðåíû íåãëàäêèå K×-
ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî, îñîáåííîñòè êîòîðûõ � ïðîñòûå äâîéíûå òî÷êè.

Èñïîëüçóåìàÿ íàìè òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ Aut(X)0 îïèðàåòñÿ íà ïðåäëî-
æåííûé â [1] îáùèé ìåòîä îïèñàíèÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòû åäèíèöû ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ ïîëíîãî ðàöèîíàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ äåéñòâèåì òîðà ñëîæ-
íîñòè îäèí. Â îñíîâå äàííîãî ìåòîäà ëåæèò ïîíÿòèå êîëüöà Êîêñà R(X).
Äëÿ íîðìàëüíîãî íåâûðîæäåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êîíå÷-
íî ïîðîæäåííîé ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ Cl(X) êîëüöî Êîêñà � Cl(X)-
ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî ñëåäóþùåãî âèäà:

R(X) :=
⊕

[D]∈Cl(X)

Γ(X,D),

ãäå Γ(X,D) = {f ∈ K(X)× | div(f) + D > 0} ∪ {0}. Â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ äåéñòâèåì òîðà ñëîæíîñòè îäèí ïîëíîå îïèñàíèå êîëüöà
Êîêñà áûëî ïðèâåäåíî Çþññîì è Õàóçåíîì [3]. Èìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â äàí-
íîì ñëó÷àå êîëüöî Êîêñà ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðàëãåáðîé àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ ïî
òðèíîìèàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì.

Â [2, Theorems 3.23�3.26] Õàóçåí ïðèâîäèò ñïèñîê êîëåö Êîêñà íåòîðè÷å-
ñêèõ K×-ïîâåðõíîñòåé Ôàíî, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ãîðåíøòåéíà, ðàç-
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áèâàÿ èõ íà ÷åòûðå òàáëèöû â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷èñëîì Ïèêàðà. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ÷èñëî Ïèêàðà òàêèõ ïîâåðõíîñòåé íå ïðåâîñõîäèò ÷åòûð¼õ. Íàìè áûëè
âû÷èñëåíû ñâÿçíûå êîìïîíåíòû åäèíèöû ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ýòèõ ïðî-
åêòèâíûõ ïîâåðõíîñòåé. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå óêàçàíû òå èç íèõ, ñâÿçíàÿ
êîìïîíåíòà åäèíèöû ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîòîðûõ îòëè÷íà îò K×, è âû-
÷èñëåíû âåñà äåéñòâèÿ òîðà K× íà îäíîìåðíûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïïàõ
ãðóïïû Aut(X)0. Ïîä Ga ìû ïîíèìàåì àääèòèâíóþ ãðóïïó îñíîâíîãî ïî-
ëÿ K, ïîä U3 � òðåõìåðíóþ ãðóïïó âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö 3 × 3
íàä ïîëåì K.

R(X) Aut(X)0 âåñà

K[T01, T02, T11, T21] / 〈T01T02 + T 2
11 + T 3

21〉 K× i U3 (2,1,3)

K[T01, T02, T11, T21] / 〈T01T02 + T 2
11 + T 4

21〉 K× iGa (1)

K[T01, T02, T11, T21] / 〈T01T
2
02 + T 3

11 + T 2
21〉 K× i (Ga)

2 (3,2)

K[T01, T02, T11, T21] / 〈T01T
3
02 + T 3

11 + T 2
21〉 K× iGa (3)

K[T01, T02, T11, T12, T21] / 〈T01T02 + T11T12 + T 2
21〉 K× i U3 (1,1,2)

K[T01, T02, T11, T12, T21] / 〈T01T02 + T11T12 + T 3
21〉 K× iGa (1)

K[T01, T02, T11, T12, T21] / 〈T01T02 + T 2
11T12 + T 2

21〉 K× i (Ga)
2 (2,1)

K[T01, T02, T11, T12, T21] / 〈T01T02 + T 3
11T12 + T 2

21〉 K× iGa (1)

K[T01, T02, T11, T12, T21] / 〈T01T
2
02 + T11T

2
12 + T 2

21〉 K× iGa (2)

K[T01, T02, T11, T12, T21, T22] / 〈T01T02 + T11T12 + T21T22〉 K× i (Ga)
2 (1,1)

K[T01, T02, T11, T12, T21, T22] / l〈T01T02 + T11T12 + T 2
21T22〉 K× iGa (1)

Èíòåðåñíî, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå ãðóïïû îêàçûâàþòñÿ ðàçðåøèìûìè. Îñíîâ-
íîé èäååé âû÷èñëåíèÿ Aut(X)0 ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèå àâòîìîðôèçìîâ ñ ìíîãî-
îáðàçèÿ X äî îäíîðîäíûõ àâòîìîðôèçìîâ êîëüöà Êîêñà, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êî-
òîðûõ èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé.
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Ìíîãî÷ëåíû Øóðà � ýòî ñåìåéñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ââå-
äåííûõ ßêîáè â XIX âåêå. Îíè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé
(êàê õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû) è â êîìáèíàòîðè-
êå, â îñîáåííîñòè â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ òàáëèöàìè Þíãà. Îíè ìîãóò áûòü
âûðàæåíû ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå è ïîëíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïðè ïî-
ìîùè äåòåðìèíàíòíûõ ôîðìóë, èçâåñòíûõ êàê ôîðìóëû ßêîáè�Òðóäè. Ôëà-
ãîâûå ìíîãî÷ëåíû Øóðà ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè êëàññè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
Øóðà. Îíè áûëè îïðåäåëåíû â 1982 ãîäó â ðàáîòå À. Ëàñêó è Ì.-Ï. Øþò-
öåíáåðæå [2]. Ôëàãîâûé ìíîãî÷ëåí Øóðà sλ(b) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðàçáèåíèþ
λ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçðàñòàþùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë b = (b1, . . . , bn).
Äëÿ ôëàãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ Øóðà òàêæå èìåþòñÿ äåòåðìèíàíòíûå ôîðìó-
ëû, ïîëó÷åííûå È. Ãåññåëåì [1] è Ì. Âàêñ [3], âûðàæàþùèå èõ ÷åðåç îáû÷íûå
ìíîãî÷ëåíû Øóðà.

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû ôëàãîâûå ìíîãî÷ëåíû Øóðà äëÿ ôëàãà âè-
äà b = (h+ 1, h+ 2, . . . , h+ n); îíè íàçûâàþòñÿ h-ôëàãîâûìè ìíîãî÷ëåíàìè
Øóðà. Ïîëó÷åíû íîâûå äåòåðìèíàíòíûå ôîðìóëû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë Ãåñ-
ñåëÿ è Âàêñ, âûðàæàþùèå h-ôëàãîâûå ìíîãî÷ëåíû Øóðà ÷åðåç 1-ôëàãîâûå.
Êàê ñëåäñòâèå èç ýòîãî ïîëó÷àþòñÿ äåòåðìèíàíòíûå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå
ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà íåêîòîðûõ âåêñèëÿðíûõ ïåðåñòàíîâîê ÷åðåç ìíîãî÷ëå-
íû Øóáåðòà ïåðåñòàíîâîê áîëåå ïðîñòîãî âèäà. Ãëàâíûå ñïåöèàëèçàöèè è
ñïåöèàëèçàöèè â åäèíèöå íåêîòîðûõ èç ýòèõ ôîðìóë èìåþò èíòåðåñíûå ïðè-
ëîæåíèÿ ê òåîðèè ïëîñêèõ ðàçáèåíèé; òàê, â ÷àñòíîñòè, èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ
ôîðìóëà Êèðèëëîâà�Ôîìèíà äëÿ ÷èñëà ïëîñêèõ ðàçáèåíèé âíóòðè òðåóãîëü-
íîé ïðèçìû.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ã.À. Ìåðçîíîì.
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Äîêëàä â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îñíîâàí íà ðàáîòå àâòîðà [6].
1. Îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿíãèàíîâ ñóïåðàëãåáð Ëè ÿâ-

ëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé äëÿ òåîðèè òî÷íî-ðåøàåìûõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêîé
ìåõàíèêè è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ÿíãèàíîâ êîí-
ñòðóêöèÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû îñíîâàíà íà íàõîæäåíèè îáðàçà óíèâåðñàëüíîé
R-ìàòðèöû êâàíòîâîãî äóáëÿ ÿíãèàíà ïðè äåéñòâèè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ (ñì. [4], [1]).
Âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà è êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé òàêæå ìî-
æåò áûòü ïðîâåäåíî íà îñíîâå òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ÿíãèàíîâ ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ôîðìóëû äëÿ óíèâåðñàëüíîé R-ìàòðèöû. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàí-
íîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè êîíå÷íîìåðíûõ íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿíãèàíîâ áàçèñíûõ ñóïåðàëãåáð Ëè òèïà A(n, n) (ñì. òàê-
æå ðàáîòó [6]) èD(m,n). Êëàññèôèêàöèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿíãè-
àíà ïîëíîé ëèíåéíîé àëãåáðû gl(m,n) ïîëó÷åíà ðàíåå â ðàáîòå [7].
Êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íîìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿíãèàíà
Y (A(m,n)), m 6= n, ïîëó÷åíà â ðàáîòå [2]. Ìû èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ÿí-
ãèàíà ñóïåðàëãåáðû Ëè A(m,n), äàííîå â ðàáîòå [3]. Îáùåé òåîðèè ÿíãèàíîâ
ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ [1].

2. Îïðåäåëåíèå ñóïåðàëãåáðû Ëè A(n, n) äàíî â ðàáîòå [3] (ñì. òàêæå [6]).
Ïåðâûé ðåçóëüòàò ðàáîòû � ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [6]).

Òåîðåìà. 1) Êàæäûé íåïðèâîäèìûé êîíå÷íîìåðíûé Y (A(n, n))-ìîäóëü
V ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ñî ñòàðøèì âåñîì d: V = V (d).
2) Ìîäóëü V (d) êîíå÷íîìåðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò

ìíîãî÷ëåíû P d
i , i ∈ {1, 2, . . . , n, n + 2, . . . 2n + 1} = I\{n + 1}, à òàêæå

ìíîãî÷ëåíû P d
n+1, Q

d
n+1, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

à) âñå ýòè ìíîãî÷ëåíû ñî ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàâíûìè 1;
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b)

P d
i (u+ aii/2)

P d
i (u)

= 1+
∞∑
k=0

di,k · u−k−1, i ∈ I\{n+ 1}, (1)

P d
n+1(u)

Qd
n+1(u)

= 1 +
∞∑
k=0

dn+1,k · u−k−1. (2)

Çäåñü aii � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû Êàðòàíà ñóïåðàë-

ãåáðû Ëè A(n− 1, n− 1).

3. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ÿíãèàíà ñóïåðàëãåáðû Ëè òèïà D(m,n). Çäåñü
ìû òàêæå èñïîëüçóåì ñèììåòðèçîâàííóþ ìàòðèöó Êàðòàíà (ñì. [5]).
Y (D(m,n)) � ýòî àññîöèàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë C ïîðîæä¼ííàÿ îáðàçóþùèìè hi,k, x

±
i,k, i ∈ I = {1, 2, . . . , 2n + 1}, k ∈ Z+

(p(x±n+1,k) = 1, p(x±i,k) = p(hj,k) = 0, i ∈ I\{n + 1}, j ∈ I, k ∈ Z+), êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé:

[hi,k, hj,l] = 0, δi,jhi,k+l = [x+
i,k, x

−
j,l],

[hi,k+1, x
±
j,l] = [hi,k, x

±
j,l+1] + (aij/2)~(hi,kx

±
j,l + x±j,lhi,k),

[hi,0, x
±
j,l] = ±aijx±j,l, [x±i,k+1, x

±
j,l] = [x±i,k, x

±
j,l+1] + (aij/2)~(x±i,kx

±
j,l + x±j,lx

±
i,k),

[x±n,k, x
±
n,l] = 0, [[x±n−1,k, x

±
n,0], [x

±
n,0, x

±
n+1,k]] = 0,

[x±i,k, x
±
j,l] = 0, |i− j| > 1,

[x±i,k1, [x
±
i,k2
, x±j,k3]] + [x±i,k2, [x

±
i,k1
, x±j,k3]] = 0,

|i− j| = 1, i 6= m+ n,m+ n− 1, ki ∈ Z+,

[x±i,k1, x
±
j,k2

] = 0, |i− j| > 2 èëè |i− j| > 1, i 6= m+ n,m+ n− 1, ki ∈ Z+,∑
σ∈S2

[x±m+n,kσ(1)
, [x±m+n,kσ(2)

, [x±m+n,kσ(3)
, x±m+n−1,k3

]]] = 0, ki ∈ {0, 1},∑
σ∈S2

[x±m+n,kσ(1)
, [x±m+n,kσ(2)

, [x±m+n,kσ(3)
, x±m+n−2,k3

]]] = 0, ki ∈ Z+.

Òåîðåìà. 1) Êàæäîå íåïðèâîäèìûé êîíå÷íîìåðíûé Y (D(m,n))-ìîäóëü
V ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ñî ñòàðøèì âåñîì Λ � V (Λ).
2) Åñëè ìîäóëü V (Λ) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì íåïðèâîäèìûì, òî ñóùå-

ñòâóþò ìíîãî÷ëåíû P d
i (u), i ∈ {1, 2, . . . , n − 1, n + 1, . . .m + n} = I\{n} è

ìíîãî÷ëåíû P d
n (u), Qd

n(u), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
à) âñå ýòè ìíîãî÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñ êîýôôèöèåíòîì ïðè ìî-

íîìå ñòàðøåé ñòåïåíè, ðàâíûì 1;
b)

P di (u+aii/2)

P di (u)
= 1 +

∑∞
k=0 di,k · u−k−1, i ∈ I\{n},

P dn(u)
Qdn(u)

= 1 +
∑∞

k=0 dn,k · u−k−1.
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Î.Ã. Ñòûðò
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò èì. Í.Ý. Áàóìàíà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ
oleg_styrt@mail.ru

Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ òîïîëîãè÷åñêèé ôàêòîð âåùå-
ñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè ÿâëÿåòñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, à òàêæå ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ê íàñòîÿùåìó
ìîìåíòó ðàçîáðàíû ñëó÷àè ãðóïïû ñ êîììóòàòèâíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé,
ïðîñòîé òð¼õìåðíîé ãðóïïû è íåïðèâîäèìîé ïðîñòîé ãðóïïû êëàññè÷åñêîãî
òèïà. Â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå îòâåò ôîðìóëèðóåòñÿ âåñüìà ñëîæíî â òåð-
ìèíàõ âåñîâ ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïàêòíîãî òîðà. Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå ïîêàçà-
íî, ÷òî åñëè ôàêòîð ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, òî ñóììà öåëûõ ÷à-
ñòåé ïîëîâèí ðàçìåðíîñòåé íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò äåéñòâèÿ ñâÿçíîé êîì-
ïîíåíòû íå ïðåâîñõîäèò ÷åòûð¼õ; ðàçîáðàíà áîëüøàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëåíèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîìó íåðàâåíñòâó. Â ñëó÷àå æå íåïðèâîäèìîé ïðîñòîé
ãðóïïû êëàññè÷åñêîãî òèïà ðàíãà áîëåå 1 ïîêàçàíî, ÷òî ôàêòîð ìîæåò áûòü
ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ëèøü äëÿ ëèíåéíûõ ãðóïï èç îïðåäåë¼ííîãî îãðà-
íè÷åííîãî ñïèñêà (âêëþ÷àÿ ñåðèéíûå), à ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè
ñâÿçíîñòè ãðóïïû � ëèøü äëÿ ëèíåéíûõ ãðóïï ϕ5(B5) è ϕ6(D6).

53



Êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â äîñòàòî÷íîñòè íåêî-
òîðîãî óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ôàêòîð áûë òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì,
ëèáî â íåîáõîäèìîñòè íåêîòîðîãî óñëîâèÿ äëÿ ãëàäêîñòè ôàêòîðà. Ìåæäó
òåì, îòíîñèòåëüíî íåäàâíî äîêëàä÷èêó óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî â êîììóòàòèâ-
íîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ãëàäêîñòè ôàêòîðà,
íåîáõîäèìû è äëÿ òîãî, ÷òîáû ôàêòîð áûë òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.

Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ èçëîæèòü íàèáîëåå êðàòêî è äîñòóïíî ôîðìóëè-
ðóåìûå ñðåäè âûøåîïèñàííûõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ÿâíî ïîñòðîèòü îòîáðà-
æåíèå ôàêòîðèçàöèè â îïðåäåë¼ííûõ íåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àÿõ, äëÿ êîòîðûõ
ôàêòîð ãîìåîìîðôåí âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó.
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[6] Î.Ã. Ñòûðò. Î ïðîñòðàíñòâå îðáèò íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòîé
êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè òèïà D, 2013, 12 ñ., ïðåïðèíò.

Îáîáùåíèå êîíñòðóêöèè Êèíãà äëÿ êîë÷àíîâ
Ñ.Í. Ôåäîòîâ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, Ðîññèÿ
glwrath@yandex.ru

Ïóñòü Q � íåêîòîðûé êîë÷àí, Q0 � ìíîæåñòâî åãî âåðøèí, α � âåêòîð
ðàçìåðíîñòåé. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, êëàññèôèêàöèÿ α-ìåðíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé êîë÷àíà Q ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ äåéñòâèÿ ðåäóêòèâíîé ãðóïïû GL(α) :=∏

i∈Q0
GL(αi) íà ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèé Rep(Q,α). È çäåñü äîñòàòî÷íî

ïðîäóêòèâíûì ïîäõîäîì îêàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå êàòåãîðíîãî ôàêòîðà âñåãî
ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèé èëè æå íåêîòîðîãî åãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà.
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Â ðàáîòå [2] À.Ä. Êèíã èññëåäîâàë îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà âèäà
Repssχ (Q,α) ⊆ Rep(Q,α), ñîñòîÿùèå èç ïðåäñòàâëåíèé, ïîëóñòàáèëüíûõ îòíî-
ñèòåëüíî íåêîòîðîãî õàðàêòåðà χ öåíòðàëüíîãî òîðà T (α) ⊆ GL(α). Â ÷àñò-
íîñòè, èì áûëà ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ χ-ïîëóñòàáèëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé
â òåðìèíàõ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé. Áóäó÷è ôàêòîðàìè Ìàìôîðäà, ôàêòîðû
Êèíãà êâàçèïðîåêòèâíû. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè îòêðû-
òûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèé, äîïóñêàþùèå íåïðîåêòèâ-
íûå ôàêòîðû? Îòâåò íà íåãî ñëåäóåò èç áîëåå îáùåé òåîðèè.

Ïóñòü ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïàG äåéñòâóåò íà àôôèííîì ôàê-
òîðèàëüíîì ìíîãîîáðàçèè X. Õîðîøèì ôàêòîðîì íàçûâàåòñÿ àôôèííûé
ìîðôèçì πX : X → Y íà ìíîãîîáðàçèå Y , äëÿ êîòîðîãî èíäóöèðîâàííûé
ìîðôèçì ïó÷êîâ π∗ : OY → ((πX) ∗ OX)G ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Õîðî-
øåå G-ïîäìíîæåñòâî U ⊆ X � ýòî îòêðûòîå G-èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæå-
ñòâî, äîïóñêàþùåå õîðîøèé ôàêòîð U → U//G. Õîðîøåå G-ïîäìíîæåñòâî
U ⊆ X ÿâëÿåòñÿ qp-ìàêñèìàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî, 2-ìàêñèìàëüíûì),
åñëè U//G ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì (ñîîòâåòñòâåííî,
A2-ìíîãîîáðàçèåì).

Ïóñòü T � öåíòðàëüíûé òîð ãðóïïû G. Îïðåäåëèì îðáèòíûé êîíóñ òî÷êè
x ∈ X êàê âûïóêëûé êîíóñ ω(x), ïîðîæäåííûé âñåìè õàðàêòåðàìè T , äîïóñ-
êàþùèìè ïîëóèíâàðèàíò ñîîòâåòñòâóþùåãî âåñà, íå îáðàùàþùèéñÿ â íóëü â
òî÷êå x. Íàáîð Ψ îðáèòíûõ êîíóñîâ íàçîâ¼ì 2-ìàêñèìàëüíûì, åñëè îòíîñè-
òåëüíûå âíóòðåííîñòè ëþáîé ïàðû êîíóñîâ èç Ψ èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå
è Ψ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè âñåõ ñîáðàíèé, îáëàäàþùèõ
ýòèì ñâîéñòâîì.

Â ðàáîòå [1] È.Â. Àðæàíöåâ è Þ. Õàóçåí ïîêàçàëè, ÷òî ìàêñèìàëüíûå â
íåêîòîðîì ñòðîãîì ñìûñëå A2-ïîäìíîæåñòâà íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîì ñîîòâåòñòâèè ñ 2-ìàêñèìàëüíûìè íàáîðàìè îðáèòíûõ êîíóñîâ. Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ôàêòîðû Êèíãà âîçíèêàþò èç 2-ìàêñèìàëüíûõ íàáîðîâ ñïåöè-
àëüíîãî âèäà. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå (õîòÿ è äàëåêî íå âñå) êîë÷àíû äîïóñêàþò
â êàêèõ-òî âåêòîðàõ ðàçìåðíîñòåé ìàêñèìàëüíûå A2-ïîäìíîæåñòâà, ôàêòîðû
êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ êâàçèïðîåêòèâíûìè.

Â äîêëàäå áóäåò äàíî îïèñàíèå òàêèõ ïîäìíîæåñòâ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåî-
ðèè ïðåäñòàâëåíèé. Îêàçûâàåòñÿ, óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè èì ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíî ãåîìåòðè÷åñêè â òåðìèíàõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîíó-
ñîâ ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà è âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòåé ñàìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
è åãî ïîäïðåäñòàâëåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèå ¾ïîëóñòà-
áèëüíîñòè¿ îòíîñèòåëüíî 2-ìàêñèìàëüíîãî íàáîðà êîíóñîâ íà âñþ êàòåãîðèþ
ïðåäñòàâëåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì îïðåäåëèòü ¾ýëåìåíòàð-
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íûå¿ ïîëóñòàáèëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, èãðàþùèå òó æå ðîëü, ÷òî è ñòàáèëüíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ â òåîðèè Êèíãà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] I.V. Arzhantsev, J. Hausen. Geometric invariant theory via Cox rings. J. Pure
and Applied Algebra 213 (2009), no. 1, 154�172.
[2] A.D. King. Moduli of representations of �nite-dimensional algebras. Quart.
J. Math. Oxford Ser. (2) 45 (1994), no. 180, 515�530.

Ïðåäñòàâëåíèÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè, ìíîãîãðàííèêè
Âèíáåðãà è îáîáù¼ííûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ

Å.Á. Ôåéãèí
Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

evgfeig@gmail.com

Äîêëàä îñíîâàí íà ðàáîòå [1].
Ìû îïðåäåëèì êëàññ õîðîøèõ ïðåäñòàâëåíèé íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè

è îïèøåì àëãåáðàè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé.
Â ÷àñòíîñòè, ìû îáñóäèì ñâÿçü õîðîøèõ ïðåäñòàâëåíèé ñ ìíîãîãðàííèêà-
ìè Âèíáåðãà, òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé ïðîñòûõ àëãåáð Ëè, òåëàìè Íüþòîíà�
Îêóíüêîâà è âûðîæäåííûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ôëàãîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] E. Feigin, G. Fourier, P. Littelmann. Favourable modules: �ltrations, polytopes,
Newton�Okounkov bodies and �at degenerations, see arXiv: math.AG/1306.1292.

Êàñàòåëüíûå êîíóñû ê ìíîãîîáðàçèÿì Øóáåðòà
äëÿ èíâîëþöèé â ãðóïïå Âåéëÿ òèïà Dn

À.À. Øåâ÷åíêî
Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ñàìàðà, Ðîññèÿ

shevchenko.alexander.1618@gmail.com

Ïóñòü G � êîìïëåêñíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà, T � ìàêñèìàëüíûé òîð â G,
B � áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà â G, ñîäåðæàùàÿ T , Φ � ñèñòåìà êîðíåé ãðóï-
ïû G îòíîñèòåëüíî T , W � å¼ ãðóïïà Âåéëÿ. Ïóñòü F = G/B � ìíîãîîáðà-
çèå ôëàãîâ, Xw � ïîäìíîãîîáðàçèå Øóáåðòà â F, ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòó
w ∈ W , Cw � êàñàòåëüíûé êîíóñ ê Xw â òî÷êå p = eB (ðàññìàòðèâàåìûé êàê
ïîäñõåìà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TpF).
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Â ðàáîòå [1] Ä.Þ. Åëèñååâ è À.Í. Ïàíîâ âû÷èñëèëè êàñàòåëüíûå êîíó-
ñû Cw äëÿ âñåõ w äëÿ G = SLn(C) ïðè n 6 5. Íà îñíîâå ýòèõ âû÷èñëåíèé
À.Í. Ïàíîâ ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.

Ãèïîòåçà. (À.Í. Ïàíîâ, 2011) Åñëè w1, w2 � ðàçíûå èíâîëþöèè â W , òî
êàñàòåëüíûå êîíóñû Cw1

è Cw2
ðàçëè÷íû.

Ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà Ä.Þ. Åëèñååâûì è Ì.Â. Èãíàòüåâûì â [2] äëÿ
ñèñòåì êîðíåé An, F4 è G2. Â [3] ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà àâòîðîì ñîâìåñò-
íî ñ Ì.À. Áî÷êàð¼âûì èÌ.Â. Èãíàòüåâûì äëÿ ñèñòåì êîðíåéBn è Cn. Â îáåèõ
ðàáîòàõ êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå èãðàþò òàê íàçûâàåìûå ìíîãî÷ëå-
íû Êîñòàíòà�Êóìàðà (ñì. [4], [5]). Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ýòó ãèïîòåçó
äëÿ ñèñòåì êîðíåé òèïà Dn. Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ì.Â.
Èãíàòüåâûì. Àâòîð áûë ïîääåðæàí ãðàíòîì ÐÔÔÈ 14�01�31052�ìîë_à.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ä.Þ. Åëèñååâ, À.Í. Ïàíîâ. Êàñàòåëüíûå êîíóñû ê ìíîãîîáðàçèÿì Øó-
áåðòà äëÿ An ìàëîãî ðàíãà. Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ 394 (2011),
218�225, ñì. òàêæå arXiv: math.RT/1109.0399.
[2] Ä.Þ. Åëèñååâ, Ì.Â. Èãíàòüåâ. Ìíîãî÷ëåíû Êîñòàíòà�Êóìàðà è êàñà-
òåëüíûå êîíóñû ê ìíîãîîáðàçèÿì Øóáåðòà äëÿ èíâîëþöèé â An, F4 è G2.
Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ 414 (2013), 82�105, ñì. òàêæå arXiv:
math.RT/1210.5740.
[3] M.A. Bochkarev, M.V. Ignatyev, A.A. Shevchenko. Tangent cones to Schubert
varieties in types An, Bn and Cn. J. Algebra, submitted, ñì. òàêæå arXiv:
math.AG/1310.3166.
[4] B. Kostant, S. Kumar. T -equivariant K-theory of generalized �ag varieties.
J. Di�. Geom. 32 (1990), 549�603.
[5] S. Kumar. The nil-Hecke ring and singularities of Schubert varieties. Invent.
Math. 123 (1996), 471�506.

Àëãåáðû îïåðàòîðîâ Ëàêñà òèïà G2

Î.Ê. Øåéíìàí
Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ,

Ìîñêâà, Ðîññèÿ
sheinman@mi.ras.ru

Âïåðâûå ïîñòðîåíà àëãåáðà îïåðàòîðîâ Ëàêñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èñêëþ-
÷èòåëüíîé ñèñòåìå êîðíåé, à èìåííî, ñèñòåìå G2. Ïëàíèðóåòñÿ îáñóäèòü âîç-
ìîæíîñòè àíàëîãè÷íîãî ïîñòðîåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèñòåì
êîðíåé.
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Î ôðîáåíèóñîâûõ àëãåáðàõ Ëè
À.Ã. Ýëàøâèëè

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. À. Ðàçìàäçå,
Òáèëèñè, Ãðóçèÿ

aelashvili@gmail.com

Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè. Îïðåäåëèì áèëèíåéíóþ êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêóþ ôîðìó Bf(x, y) = f([x, y]) ïî ôèêñèðîâàííîé ëèíåéíîé ôóíê-
öèè f íà L. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ f , äëÿ êîòîðîé ôîðìà Bf íåâûðîæäåíà,
òî L íàçûâàþò ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðîé Ëè.

Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î âû÷èñëåíèè ôóíêöèè F (n), îïðåäåë¼ííîé
êàê ÷èñëî ñîïðÿæ¼ííûõ êëàñîâ ôðîáåíèóñîâûõ àëãåáð Ëè â êëàññå áèïàðà-
áîëè÷åñêèõ ïîäàëãåáð ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû Ëè sl(n) (àëãåáðà Ëè
ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ íóëåâûì ñëåäîì)á è áóäóò ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñåìåéñòâ
ôðîáåíèóñîâûõ àëãåáð Ëè áèïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà â sl(n), äëÿ êîòîðûõ ìîæ-
íî ÿâíî óêàçàòü àñèìïòîòèêó èõ ÷èñëà ïî n.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ì. Äæèáëàäçå (Ìàòåìàòè÷å-
ñêèé èíñòèòóò èì. À. Ðàçìàäçå).

Self-similar Lie and associative algebras
V.M. Petrogradsky

University of Brasilia, Brasilia, Brazil
petrogradsky@rambler.ru

The talk is based on the works joint with I. Shestakov and E. Zelmanov [1]�[6].
We discuss analogues of group theoretic constructions for Lie algebras. We

consider examples of self-similar Lie algebras and their properties. In particular,
we construct �nitely generated restricted Lie algebras of polynomial growth with
nil p-mapping. By their properties, these restricted Lie algebras resemble Grigor-
chuk group and Gupta�Sidki group. We discuss general examples of self-similar
associative algebras generalizing a recent example of Sidki. We describe triangular
decompositions for such algebras and their properties.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] V.M. Petrogradsky. Examples of self-iterating Lie algebras. J. Algebra 302
(2006), no. 2, 881�886.
[2] V.M. Petrogradsky, I.P. Shestakov. Examples of self-iterating Lie algebras, 2.
J. Lie Theory 19 (2009), no. 4, 697�724.
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algebra. J. Lie Theory 23 (2013), no. 2, 407�431.
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Surfaces containing several circles through each point
M.B. Skopenkov1,2

1IITP RAS, Moscow, Russia
2KAUST, Thuwal, Kingdom of Saudi Arabia

skopenkov@rambler.ru

This is a joint work with F. Nilov, R. Krasauskas, A. Pakharev, H. Pottmann,
and L. Shi.

Motivated by potential applications in architecture, we study surfaces in
3-dimensional Euclidean space containing several circles through each point.
Complete classi�cation of such surfaces is a challenging open problem. We provide
some examples and reduce the problem to an algebraic one. For the latter we
provide some partial advances.

An old theorem of Darboux says that a surface containing su�ciently many
circles through each point must be a so-called Darboux cyclide. Darboux cyclides
are algebraic surfaces of degree at most 4 and are a superset of Dupin cyclides
and quadrics. They contain up to 6 circles through each point. We show that
certain triples of circle families may be arranged as so-called hexagonal webs, and
we provide a complete classi�cation of all possible hexagonal webs of circles on
all surfaces except spheres and planes.

Another class of surfaces with two circles through each point is obtained by a
(Cli�ord) parallel translation of one circle along another one in space or in the
3-dimensional sphere. This class is nicely described by quaternions, and we attack
general classi�cation problem on surfaces with several circles through each point
using quaternionic rational parametrizations.

Most part of the talk is elementary and is accessible for high school students.
Several open problems are stated. An opportunity to see a lot of surfaces containing
several circles through each point and to hold a Darboux cyclide in hands is
provided.
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