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Ïðåäèñëîâèå

Òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷å-
ñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿, ïîñâÿù¼ííàÿ 75-ëåòèþ Ý.Á. Âèíáåðãà,
ïðîõîäèëà â Òîëüÿòòè ñ 25 ïî 30 èþíÿ 2012 ãîäà. Å¼ îðãàíèçàòîðàìè áûëè
Òîëüÿòòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà è Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-
òåò. (Ïåðâàÿ øêîëà êîíôåðåíöèÿ ïðîõîäèëà â 2009 ãîäó â Ñàìàðå,
ñì. http://ssu.samara.ru/lie2009, à âòîðàÿ � â Ìîñêâå â 2011 ãîäó,
ñì. http://mech.math.msu.su/lie2011.)

Ïðîãðàììíûé êîìèòåò øêîëû êîíôåðåíöèè: Ý.Á. Âèíáåðã (ÌÃÓ èì. Ì.Â.
Ëîìîíîñîâà, ïðåäñåäàòåëü), Â.À. Àðòàìîíîâ (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà),
Í.À. Âàâèëîâ (ÑÏáÃÓ), Ì.Õ. Ãèçàòóëëèí (ÒÃÓ), À.Ñ. Êëåù¼â (University of
Oregon, ÑØÀ), Â.È. ×åðíîóñîâ (University of Alberta, Êàíàäà), Î.Ê. Øåéí-
ìàí (Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ).

Îðãàíèçàöèîííûé êîìèòåò øêîëû-êîíôåðåíöèè: Ì.Ì. Êðèøòàë (ÒÃÓ,
ïðåäñåäàòåëü), Ñ.Â. Áîëüøàêîâ (ÒÃÓ, çàì. ïðåäñåäàòåëÿ), Ð.À. Óòååâà (ÒÃÓ,
çàì. ïðåäñåäàòåëÿ), È.Â. Àðæàíöåâ (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà), Í.À. Äðîç-
äîâ (ÒÃÓ), Ì.Â. Èãíàòüåâ (ÑàìÃÓ), Â.Ï. Êóçüìèí (ÒÃÓ), À.Í. Ïàíîâ
(ÑàìÃÓ), Ì.Â. Ðàéñêèé (ÒÃÓ), Þ.Õ. Ñàãèòîâ (ÒÃÓ), Í.Ñ. Ñèìîíîâà (ÒÃÓ),
Ñ.Â. Òàëàëîâ (ÒÃÓ).

Ó÷àñòíèêàìè øêîëû áûëè ñòóäåíòû, àñïèðàíòû è ìîëîäûå ó÷¼íûå èç Ðîñ-
ñèè, Áåëàðóñè, Êàíàäû, Ìîëäîâû, ÑØÀ, Óêðàèíû, Ôðàíöèè. Èì áûëè ïðî-
÷èòàíû ñëåäóþùèå ëåêöèîííûå êóðñû:

• Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ è êîëüöà Êîêñà

(Èâàí Âëàäèìèðîâè÷ Àðæàíöåâ, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà);

• Äâîéñòâåííîñòü Êëåáøà è ïîäãðóïïû êðåìîíîâîé ãðóïïû ïëîñêîñòè

(Ìàðàò Õàðèñîâè÷ Ãèçàòóëëèí, ÒÃÓ);

• Àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûå àëãåáðû

(Ïàâåë Ñåðãååâè÷ Êîëåñíèêîâ, ÍÃÓ);

• Ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû è êàòåãîðíûå äåéñòâèÿ àëãåáð

Êàöà�Ìóäè

(Èâàí Âàäèìîâè÷ Ëîñåâ, Northeastern University, ÑØÀ);

• Ìåòîä îðáèò

(Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷ Ïàíîâ, ÑàìÃÓ);
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• Èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà, ìîäóëè Äåìàçþðà è ìíîãîãðàííèêè Ãåëüôàíäà�

Öåòëèíà

(Åâãåíèé Þðüåâè÷ Ñìèðíîâ, Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè).

Ñáîðíèê ñîäåðæèò òåçèñû äîêëàäîâ ó÷àñòíèêîâ øêîëû-êîíôåðåíöèè,
à òàêæå àíîíñû íåêîòîðûõ ëåêöèîííûõ êóðñîâ.

Îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå øêîëû-êîíôåðåíöèè áûëè ïîääåðæàíû ãðàí-
òîì 12�01�06042�ã Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé.

Îðãêîìèòåò
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Ýðíåñò Áîðèñîâè÷ Âèíáåðã

Òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷å-
ñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿ ïîñâÿùåíà 75-ëåòíåìó þáèëåþ âûäàþùå-
ãîñÿ ðîññèéñêîãî ìàòåìàòèêà, ïðîôåññîðà ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
è ÍÌÓ Ýðíåñòà Áîðèñîâè÷à Âèíáåðãà.

Ïðîôåññîð Âèíáåðã âíåñ áîëüøîé âêëàä âî ìíîãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè,
ñâÿçàííûå ñ àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé. Ñâî¼ ìàòåìàòè÷åñêîå êðåäî îí âûðàçèë â
ïðåäèñëîâèè ê çàìå÷àòåëüíîìó ó÷åáíèêó ¾Êóðñ àëãåáðû¿: ¾Â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñâîèì âçãëÿäîì íà ìàòåìàòèêó ÿ ñòðåìèëñÿ çàìåíÿòü âûêëàäêè è ñëîæíûå
ðàññóæäåíèÿ èäåÿìè¿. Ýòîìó ïðèíöèïó Ýðíåñò Áîðèñîâè÷ ñëåäóåò âî âñåõ
ñâîèõ ðàáîòàõ, èçáåãàÿ äëèííûõ ðóòèííûõ äîêàçàòåëüñòâ è âñåãäà ïðåäëàãàÿ
÷èòàòåëþ êðàòêèå, ýëåãàíòíûå, íî ïðè ýòîì àáñîëþòíî ñòðîãèå àðãóìåíòû.
Ðàáîòû Âèíáåðãà ñëóæàò îáðàçöîì ãëóáèíû ñîäåðæàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîãî
âêóñà è ñòèëÿ èçëîæåíèÿ óæå äëÿ íåñêîëüêèõ ïîêîëåíèé èçó÷àþùèõ èõ ìà-
òåìàòèêîâ. Óêàçàííîìó ïðèíöèïó ïîä÷èíåíû è ëåêöèè Ýðíåñòà Áîðèñîâè÷à,
îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ÷åòêîñòü è ïðîäóìàííîñòü èçëîæå-
íèÿ âìåñòå ñ ìíîãîîáðàçèåì è ñîäåðæàòåëüíîñòüþ èçëàãàåìîãî ìàòåðèàëà
è áîãàòñòâîì ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé.

Ý.Á. Âèíáåðã îêîí÷èë ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ â 1959
ãîäó è àñïèðàíòóðó ïî êàôåäðå àëãåáðû â 1961 ãîäó. Ñ 1961 ãîäà è ïî ñåãî-
äíÿøíèé äåíü Ýðíåñò Áîðèñîâè÷ ðàáîòàåò íà êàôåäðå âûñøåé àëãåáðû Ìîñ-
êîâñêîãî Óíèâåðñèòåòà (äîöåíò ñ 1966 ãîäà, ïðîôåññîð ñ 1991 ãîäà). Ïåðâàÿ

5



íàó÷íàÿ ðàáîòà Ý.Á.Âèíáåðãà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ èíâàðèàíòíûõ ëèíåéíûõ
ñâÿçíîñòåé íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå G/H ãðóïïû Ëè G. Ïîêàçàíî, ÷òî
ïëîñêàÿ èíâàðèàíòíàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü íà ïðîñòðàíñòâå G/H ïîëóïðî-
ñòîé ãðóïïû Ëè G îïðåäåëÿåò ðåàëèçàöèþ G/H â âèäå îòêðûòîé îðáèòû M

ëèíåéíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V è ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åíèåì ñòàíäàðòíîé ïëîñêîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà V íà M . Ïîëó÷åíà
êëàññèôèêàöèÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõ ïëîñêóþ èíâàðèàíò-
íóþ ñâÿçíîñòü.

Ñëåäóþùèé öèêë ðàáîò Ý.Á. Âèíáåðãà ïîñâÿù¼í òåîðèè îäíîðîäíûõ âû-
ïóêëûõ êîíóñîâ. Ýòà òåîðèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé îäíîðîä-
íûõ îáëàñòåé Çèãåëÿ, â êîòîðîé îñíîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò
Ý. Êàðòàíó è È.È. Ïÿòåöêîìó-Øàïèðî. Âèíáåðã ïîñòðîèë ïåðâûé ïðèìåð
íåñàìîìîïðÿæ¼ííîãî âûïóêëîãî îäíîðîäíîãî êîíóñà è ïîëó÷èë ïîëíóþ êëàñ-
ñèôèêàöèþ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ âûïóêëûõ êîíóñîâ, îñíîâàííóþ íà íåîæèäàí-
íîé ñâÿçè òàêèõ êîíóñîâ ñ êîìïàêòíûìè éîðäàíîâûìè àëãåáðàìè. Â ýòîì êîí-
òåêñòå âîçíèêàåò è äðóãîé êëàññ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Ñàì àâòîð íàçû-
âàåò èõ êîìïàêòíûìè ëåâîñèììåòðè÷åñêèìè íîðìàëüíûìè àëãåáðàìè (èëè,
ñîêðàùåííî, êëàíàìè), íî â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå ýòè àëãåáðû íàçûâàþò
àëãåáðàìè Âèíáåðãà. Â ýòîò æå ïåðèîä áûëè íàïèñàíû èçâåñòíûå ñîâìåñòíûå
ðàáîòû ñ È.È.Ïÿòåöêèì-Øàïèðî è Ñ.Ã. Ãèíäèêèíûì, ïîñâÿù¼ííûå îäíîðîä-
íûì êýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèÿì.

Íà÷èíàÿ ñ 1980 ãîäà, Ý.Á.Âèíáåðã âíîâü âîçâðàùàåòñÿ ê âûïóêëûì êî-
íóñàì. Îí èññëåäóåò èíâàðèàíòíûå êîíóñû â àëãåáðàõ Ëè, íàõîäèò êðèòåðèé
ñóùåñòâîâàíèÿ âûïóêëîãî èíâàðèàíòíîãî êîíóñà â ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íîìåð-
íîãî íåïðèâîäèìîãî âåùåñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóïðîñòîé ãðóïïû Ëè,
ââîäèò è äåòàëüíî èçó÷àåò ïîíÿòèå íåïðåðûâíîãî èíâàðèàíòíîãî óïîðÿäî÷å-
íèÿ â ãðóïïå Ëè. Îòìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòíûå êîíóñû è óïîðÿäî÷åíèÿ òåñíî
ñâÿçàíû ñ ïîëóãðóïïàìè â ãðóïïàõ Ëè. Ðåçóëüòàòû è èäåè Âèíáåðãà ïðèâå-
ëè ê ñóùåñòâåííîìó ïðîãðåññó â ýòîé îáëàñòè, àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ çäåñü
ïðîäîëæàþòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Ý.Á. Âèíáåðã ïåðâûì íà÷àë ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àòü äèñêðåòíûå êðèñòàë-
ëîãðàôè÷åñêèå ãðóïïû, ïîðîæä¼ííûå îòðàæåíèÿìè. Ñ êîíöà 60-õ ãîäîâ ïðî-
øëîãî âåêà îí ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàííûì ìèðîâûì ëèäåðîì ýòîãî íàïðàâëåíèÿ.
Â 1983 ãîäó Âèíáåðã äîêàçàë ñëåäóþùóþ òðóäíóþ òåîðåìó: â ïðîñòðàíñòâàõ
Ëîáà÷åâñêîãî ðàçìåðíîñòè > 30 îòñóòñòâóþò ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóïïû îò-
ðàæåíèé êîìïàêòíîãî òèïà. Ê äðóãèì âàæíûì ðåçóëüòàòàì ñëåäóåò îòíåñòè
òåîðåìó î òîì, ÷òî àðèôìåòè÷åñêàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãðóïïà îòðàæåíèé ÿâëÿ-
åòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ãðóïïîé ïðîñòåéøåãî òèïà, òî åñòü ñîèçìåðèìà ñ ãðóï-
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ïîé åäèíèö ïîäõîäÿùåé ãèïåðáîëè÷åñêîé êâàäðàòè÷íîé ðåøåòêè; êðèòåðèé
àðèôìåòè÷íîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðóïïû îòðàæåíèé; òåîðåìó î íåñóùåñòâî-
âàíèè àðèôìåòè÷åñêèõ äèñêðåòíûõ ãðóïï îòðàæåíèé íåêîìïàêòíîãî òèïà
â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîáà÷åâñêîãî ðàçìåðíîñòè > 30. Äîñòèæåíèÿ Ý.Á. Âèíáåðãà
â òåîðèè äèñêðåòíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé áûëè îòìå÷åíû ïðåìèåé Àëåê-
ñàíäðà ôîí Ãóìáîëüäòà (1997 ã.).

Òðóäíî ïåðåîöåíèòü âêëàä Ýðíåñòà Áîðèñîâè÷à â òåîðèþ èíâàðèàíòîâ
è, áîëåå îáùî, òåîðèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé. Èì áûëà èíèöè-
èðîâàíà è âî ìíîãîì ðåàëèçîâàíà ïðîãðàììà èññëåäîâàíèÿ è êëàññèôèêàöèè
òåõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåäóêòèâíûõ ãðóïï, êîòîðûå îáëàäàþò
îïðåäåë¼ííûìè ¾õîðîøèìè¿ ñâîéñòâàìè. Â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå 1976
ãîäà (ñîâì. ñ Â.Ã. Êàöåì è Â.Ë. Ïîïîâûì) áûëè êëàññèôèöèðîâàíû ñâÿçíûå
ïðîñòûå íåïðèâîäèìûå ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû, äëÿ êîòîðûõ àëãåá-
ðà èíâàðèàíòîâ ñâîáîäíà. Ïðåäëîæåííûé òàì ìåòîä, îñíîâàííûé íà èçó÷åíèè
ñëàéñ-ïðåäñòàâëåíèé, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì èíñòðóìåí-
òîì èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè èíâàðèàíòîâ. Ðàçðàáîòàííàÿ Âèíáåðãîì òåîðèÿ
òýòà-ãðóïï ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ (ñâîáîäíîñòü àë-
ãåáðû èíâàðèàíòîâ è ìîäóëÿ êîâàðèàíòîâ, êîíå÷íîñòü ÷èñëà îðáèò â ñëîÿõ
ìîðôèçìà ôàêòîðèçàöèè è äð.) äëÿ îáøèðíîãî êëàññà ïðåäñòàâëåíèé, ñâÿçàí-
íûõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàäóèðîâêàìè êîìïëåêñíûõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè.
Ýòà òåîðèÿ îáîáùàåò êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ïðèñîåäèí¼ííîì ïðåäñòàâëå-
íèè ïîëóïðîñòîé ãðóïïû Ëè è î ïðåäñòàâëåíèè èçîòðîïèè ñèììåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (Á. Êîñòàíò è Ñ. Ðàëëèñ).

Ðàáîòû Âèíáåðãà î ëîêàëüíî òðàíçèòèâíûõ äåéñòâèÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïï ñòèìóëèðîâàëè ðàçâèòèå î÷åíü ïîïóëÿðíîãî â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàïðàâ-
ëåíèÿ � òåîðèè ýêâèâàðèàíòíûõ âëîæåíèé îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîñëåä-
íÿÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ òåîðèþ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò
ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå âàæíîãî êëàññà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé â òåð-
ìèíàõ âûïóêëîé ãåîìåòðèè ðàöèîíàëüíûõ ïîëèýäðàëüíûõ êîíóñîâ è âååðîâ.
Â 1972 ãîäó Ýðíåñò Áîðèñîâè÷ îïóáëèêîâàë äâå ðàáîòû (âòîðàÿ � ñîâìåñòíî
ñ Â.Ë. Ïîïîâûì), êîòîðûå âî ìíîãîì ïîëîæèëè íà÷àëî èñïîëüçîâàíèþ òà-
êîãî êîìáèíàòîðíîãî ÿçûêà äëÿ îïèñàíèÿ äåéñòâèé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ñ
îòêðûòîé îðáèòîé.

Öåíòðàëüíóþ ðîëü â òåîðèè ýêâèâàðèàíòíûõ âëîæåíèé îäíîðîäíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ èãðàåò ââåäåííîå Âèíáåðãîì ïîíÿòèå ñëîæíîñòè c(X,G) äåéñòâèÿ
ðåäóêòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïûG íà íåïðèâîäèìîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíî-
ãîîáðàçèè X. Â åãî ðàáîòå 1986 ãîäà äîêàçàíî, ÷òî ñëîæíîñòü äåéñòâèÿ ðå-
äóêòèâíîé ãðóïïû ñîâïàäàåò ñ ìîäàëüíîñòüþ äåéñòâèÿ åå áîðåëåâñêîé ïîä-
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ãðóïïû. Êàê ïîêàçàëî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè, c(X,G) ïðàâèëüíî îòðà-
æàåò ìåðó ñëîæíîñòè äåéñòâèÿ, îòäåëÿÿ ¾ðó÷íûå¿ ñëó÷àè îò ¾äèêèõ¿. Ýðíå-
ñòó Áîðèñîâè÷ó ïðèíàäëåæàò êëàññèôèêàöèîííûå è ñòðóêòóðíûå ðåçóëüòàòû
òåîðèè àôôèííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìîíîèäîâ. Åãî ðàáîòû îáîãàòèëè ýòó îá-
ëàñòü öåëûì ðÿäîì êðàñèâûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì ïîëó÷èëè
ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå. Òàê, ïðåäëîæåííàÿ Âèíáåðãîì êîíñòðóêöèÿ îáåðòû-
âàþùåé ïîëóãðóïïû äîñòàâëÿåò ðåàëèçàöèþ Êîêñà äëÿ ÷óäåñíîãî âëîæåíèÿ
ïîëóïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ïðèñîåäèí¼ííîãî òèïà.

Èññëåäîâàíèÿ Ý.Á.Âèíáåðãà, åãî êîëëåã è ó÷åíèêîâ ïî ãðóïïàì Ëè, àëãåá-
ðàè÷åñêèì ãðóïïàì è òåîðèè èíâàðèàíòîâ ïðîõîäèëè ïîä ýãèäîé çíàìåíèòîãî
ñåìèíàðà íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, äåÿòåëüíîñòü êîòî-
ðîãî ïðîäîëæàåòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Âàæíåéøèì èòîãîì ýòàïà ðàáîòû
ñåìèíàðà, ïîñâÿùåííîãî ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ òåîðèè ãðóïï è àëãåáð
Ëè âî âçàèìîäåéñòâèè ñ òåîðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, ÿâèëàñü ïîïóëÿðíàÿ
ìîíîãðàôèÿ Ý.Á. Âèíáåðãà è À.Ë. Îíèùèêà ¾Ñåìèíàð ïî ãðóïïàì Ëè è àë-
ãåáðàè÷åñêèì ãðóïïàì¿.

Â 2000-å ãîäû íàó÷íûå èíòåðåñû Ýðíåñòà Áîðèñîâè÷à ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè
ýêâèâàðèàíòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îí ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàë
âàæíåéøèé êëàññ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ðàíåå âîçíèêàëè â íå
ñâÿçàííûõ ÿâíî ìåæäó ñîáîé çàäà÷àõ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, èíòåãðàëüíîé
ãåîìåòðèè, ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðà-
çîâàíèé, � êîììóòàòèâíûå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðûõ àëãåáðà èí-
âàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ êîììóòàòèâíà, à èíâàðèàíòíûå
ôóíêöèè íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî ñêîáêè
Ïóàññîíà. Âèíáåðãîì è åãî ó÷åíèêàìè áûëà ïîñòðîåíà ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ
òàêèõ ïðîñòðàíñòâ è ïîëó÷åíà èõ êëàññèôèêàöèÿ. Ýðíåñò Áîðèñîâè÷ ïðî÷¼ë
êóðñ ëåêöèé ïî ýòîé òåìàòèêå íà ïåðâîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðû Ëè,
àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿ â Ñàìàðå ëåòîì 2009 ã.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ Ý.Á. Âèíáåðã ðåàëèçóåò ïðîåêò, íàçâàííûé èì ¾òðàíñ-
öåíäåíòíîé òåîðèåé èíâàðèàíòîâ¿. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðîåêòà ñîñòîèò â óñòàíîâ-
ëåíèè ñâÿçè ìåæäó àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèåé èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ è òåîðè-
åé èíâàðèàíòîâ äèñêðåòíûõ ãðóïï íà ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìíîãîîáðàçèé ìîäóëåé K3-ïîâåðõíîñòåé è îòîáðàæåíèÿ ïåðè-
îäîâ. Ýòà ñâÿçü ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ìåòîäàìè òåîðèè èíâàðèàíòîâ ðàçëè÷íûå
ñâîéñòâà àëãåáð àâòîìîðôíûõ ôîðì. Ýðíåñò Áîðèñîâè÷ ðóêîâîäèò ñåìèíà-
ðîì ¾Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ¿ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ,
êîòîðûé ïîñâÿù¼í ðàçðàáîòêå ýòîãî ïðîåêòà, à òàêæå àêòèâíî ïîïóëÿðèçó-
åò ýòè èäåè â ïóáëèêàöèÿõ è âûñòóïëåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, òðàíñöåíäåíòíîé

8



òåîðèè èíâàðèàíòîâ áûë ïîñâÿùåí êóðñ ëåêöèé Âèíáåðãà íà âòîðîé øêîëå-
êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿
â Ìîñêâå çèìîé 2011 ã.

Ý.Á. Âèíáåðã ÿâëÿåòñÿ ðåäàêòîðîì è ÷ëåíîì ðåäêîëëåãèé ðÿäà âåäóùèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëîâ, ÷ëåíîì ïðàâëåíèÿ Ìîñêîâñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà. Åãî òðóäîëþáèå è îòâåòñòâåííîå îòíîøåíèå ê äåëó âñåãäà ñëóæàò
ïðèìåðîì äëÿ ïîäðàæàíèÿ.

Ýðíåñò Áîðèñîâè÷ ñî÷åòàåò â ñåáå òàëàíò ìàòåìàòèêà ñ òàëàíòîì ïåäàãîãà.
×èòàåìûå èì ëåêöèè è ñïåöèàëüíûå êóðñû óæå áîëåå ñîðîêà ëåò ïðèâëåêàþò
ê íåìó âñå íîâûå ïîêîëåíèÿ ó÷åíèêîâ. Êàê íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ýðíåñò
Áîðèñîâè÷ îòëè÷àåòñÿ îñîáûì òàëàíòîì íàõîäèòü èíòåðåñíûå çàäà÷è, ïîçâî-
ëÿþùèå ìîëîäûì èññëåäîâàòåëÿì ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîäâèãàòüñÿ â èçó÷åíèè
ïðåäìåòà è íàõîäèòü ñâîé ïóòü â ìàòåìàòèêå. Íà ýòîì ïóòè îíè âñåãäà ìîãóò
ðàññ÷èòûâàòü íà åãî ïîääåðæêó.

Òàêèå êà÷åñòâà Ýðíåñòà Áîðèñîâè÷à, êàê âíèìàíèå ê ëþäÿì, äîáðîæåëà-
òåëüíîñòü, îáúåêòèâíîñòü è ïðèíöèïèàëüíîñòü, ñíèñêàëè åìó ëþáîâü è óâà-
æåíèå êîëëåã è ìíîãî÷èñëåííûõ ó÷åíèêîâ. Ìíîãèå ëåêòîðû è ó÷àñòíèêè íà-
ñòîÿùåé øêîëû � ó÷åíèêè Ýðíåñòà Áîðèñîâè÷à è åãî ó÷åíèêîâ.

Ýðíåñò Áîðèñîâè÷ Âèíáåðã ÿâëÿåòñÿ áåññìåííûì ïðåäñåäàòåëåì ïðîãðàìì-
íîãî êîìèòåòà è îäíèì èç êëþ÷åâûõ ëåêòîðîâ øêîë-êîíôåðåíöèé ¾Àëãåáðû
Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿. Îò èìåíè ïðîãðàììíî-
ãî è îðãàíèçàöèîííîãî êîìèòåòîâ øêîëû-êîíôåðåíöèè îò âñåé äóøè æåëàåì
þáèëÿðó êðåïêîãî çäîðîâüÿ è äàëüíåéøèõ òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ!
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ è êîëüöà Êîêñà
È.Â. Àðæàíöåâ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

arjantse@mccme.ru

Ïåðâàÿ ëåêöèÿ áóäåò ïîñâÿùåíà öåíòðàëüíîé êîíñòðóêöèè ãåîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè èíâàðèàíòîâ � êîíñòðóêöèè Ìàìôîðäà ôàêòîðèçàöèè ìíîæåñòâà ïî-
ëóñòàáèëüíûõ òî÷åê ïî äåéñòâèþ ðåäóêòèâíîé ãðóïïû � è å¼ îáîáùåíèÿì.
Òàêæå ìû îáñóäèì êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè èíâàðè-
àíòîâ ïðèìåíèòåëüíî ê äåéñòâèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ. Âî âòîðîé ëåêöèè
áóäåò îïðåäåë¼í ïîëåçíûé èíâàðèàíò àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ � åãî
òîòàëüíîå êîîðäèíàòíîå êîëüöî, èëè êîëüöî Êîêñà. Ìû äîêàæåì îäíîðîä-
íóþ ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà Êîêñà, ïîñòðîèì ñ åãî ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêóþ
ôàêòîð-ðåàëèçàöèþ ìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå îïðåäåëèì øèðîêèé êëàññ ìíîãî-
îáðàçèé (Mori Dream Spaces), ýëåìåíòû êîòîðîãî äîïóñêàþò êîìáèíàòîðíîå
îïèñàíèå â äóõå òîðè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
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Ïîïîëíåíèÿ êîììóòàòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï êîðàíãà îäèí
È.Â. Àðæàíöåâ, Ï.Þ. Êîòåíêîâà

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

arjantse@mccme.ru, kotpy@mail.ru

Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.
Íàïîìíèì, ÷òî íîðìàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ

òîðè÷åñêèì, åñëè îíî äîïóñêàåò ðåãóëÿðíîå äåéñòâèå àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T
ñ îòêðûòîé îðáèòîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ðåø¼òêó õàðàêòåðîâ òîðà T , ÷åðåç
N � ðåø¼òêó îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï â T . Ìåæäó N èM ñóùåñòâóåò
íåâûðîæäåííîå ñïàðèâàíèå ⟨·, ·⟩ : N ×M → Z. Êàæäîìó òîðè÷åñêîìó ìíîãî-
îáðàçèþ X ñîîòâåòñòâóåò âååð Σ â ïðîñòðàíñòâå NQ = N ⊗ZQ, ñîñòîÿùèé èç
âûïóêëûõ ðàöèîíàëüíûõ ïîëèýäðàëüíûõ êîíóñîâ è îïðåäåëÿþùèé ìíîãîîá-
ðàçèå ñ òî÷íîñòüþ äî T -ýêâèâàðèàíòíîãî èçîìîðôèçìà, ñì., íàïðèìåð, [4].
Ïóñòü Σ(1) � ìíîæåñòâî ð¼áåð âååðà Σ è nρ � ïðèìèòèâíûé âåêòîð íà
ðåáðå ρ.

Îïðåäåëåíèå. Êîðíåì Äåìàçþðà âååðà Σ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò e ∈M , äëÿ
êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òàêîå ðåáðî ρ ∈ Σ(1), ÷òî ⟨nρ, e⟩ = −1 è ⟨nρ′, e⟩ > 0 äëÿ
âñåõ ρ′ ∈ Σ(1)\{ρ}.

Äàííîå ïîíÿòèå áûëî ââåäåíî â ðàáîòå [3]. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè X � àô-
ôèííîå èëè ïîëíîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, òî êîðíè Äåìàçþðà âçàèìíî
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò äåéñòâèÿì íàX îäíîìåðíûõ óíèïîòåíòíûõ ãðóïï,
íîðìàëèçóåìûì òîðîì T .

Ïóñòü Gm = (K \ {0},×) è Ga = (K,+) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääè-
òèâíàÿ ãðóïïû îñíîâíîãî ïîëÿ K ñîîòâåòñòâåííî. Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì
òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ ëîêàëüíî òðàíçèòèâíûì
äåéñòâèåì ãðóïïû (Gm)

k × (Ga)
p, ãäå k, p ∈ N. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó-

÷àé p = 1. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå Gn = (Gm)
n−1 × Ga. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì

äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé èñïîëüçóåò
îïèñàíèå îäíîðîäíûõ ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáð
ôóíêöèé àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ äåéñòâèåì òîðà ñëîæíîñòè îäèí, ñì. [5],
è ðåàëèçàöèþ Êîêñà, ñì. [1] è [2].

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ïîëíîå íîðìàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

ñ çàäàííûì ëîêàëüíî òðàíçèòèâíûì äåéñòâèåì ãðóïïû Gn. Òîãäà X � òî-

ðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Áîëåå òîãî, êàæäîå ëîêàëüíî òðàíçèòèâíîå

Gn-äåéñòâèå íà X çàäà¼òñÿ êîðíåì Äåìàçþðà âååðà ìíîãîîáðàçèÿ X.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëíîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóåò ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé Äåìàçþðà. Ïîýòîìó íà ïîëíîì ìíîãîîáðàçèè ñóùå-
ñòâóåò ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàðèàíòíîãî èçîìîðôèçìà ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ Gn-äåéñòâèé ñ îòêðûòîé îðáèòîé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] È.Â. Àðæàíöåâ. Î ôàêòîðèàëüíîñòè êîëåö Êîêñà. Ìàò. çàìåòêè 85 (2009),
�5, ñ. 643�651.
[2] D.A. Cox. The homogeneous coordinate ring of a toric variety. J. Alg.
Geom. 4 (1995), pp. 17�50.
[3] M. Demazure. Sous-groupes algebriques de rang maximum du groupe
de Cremona. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. 3 (1970), pp. 507�588.
[4] W. Fulton. Introduction to toric varieties. The William H. Roever lectures
in geometry, Ann. of Math. Stud. 131, Princeton Univ. Press, Princeton,
NJ, 1993.
[5] A. Liendo. A�ne T-varieties of complexity one and locally nilpotent derivations.
Transform. Groups 15 (2010), no. 2, pp. 389�425.

Êàñàòåëüíûå êîíóñû ìíîãîîáðàçèé Øóáåðòà
Ì.À. Áî÷êàðåâ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

mbochk@gmail.com

Ïóñòü G � ïðîñòàÿ êîìïëåêñíàÿ ãðóïïà Ëè, B � å¼ áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóï-
ïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåçX = G/B îáîáùåííîå ìíîãîîáðàçèå ïîëíûõ ôëàãîâ. Èç-
âåñòíî, ÷òî äåéñòâèå B :X èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò X◦

w, íóìåðóåìûõ ýëå-
ìåíòàìè ãðóïïû Âåéëÿ w ∈ W . Çàìûêàíèå êëåòêè Øóáåðòà Xw = X◦

w ⊆ X
íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Øóáåðòà.

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå êàñàòåëüíîãî êîíóñà Cw

ê ìíîãîîáðàçèþ Øóáåðòà Xw â òî÷êå Xe, ãäå e � åäèíèöà ãðóïïû Âåéëÿ W .
Íàøåé öåëüþ áóäåò ïðîâåðêà ñëåäóþùèõ ãèïîòåç.

Ãèïîòåçà 1. Êàñàòåëüíûå êîíóñû ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âçà-

èìíî îáðàòíûì ýëåìåíòàì ãðóïïû Âåéëÿ, ñîâïàäàþò, òî åñòü Cw = Cw−1.

Ãèïîòåçà 2. Åñëè êàñàòåëüíûå êîíóñû ìíîãîîáðàçèé Øóáåðòà ñîâïàäà-

þò, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ñîïðÿæåíû.
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Ãèïîòåçà 3. Ïóñòü G ⊃ H � ïîëóïðîñòàÿ ïîäãðóïïà òàêàÿ, ÷òî å¼ êàñà-
òåëüíàÿ àëãåáðà h íîðìàëèçóåòñÿ ïîäàëãåáðîé Êàðòàíà tG. Òîãäà â u

∗
G âåðíî,

÷òî BG · Cw(H) = Cw(G), ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîé íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû

Y ⊂ Cw(H) ìíîæåñòâî BG · Y áóäåò îäíîé èç íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò

êîíóñà Cw(G).

Ãèïîòåçà 4. Âñÿêèé íèëüïîòåíòíûé èäåàë â b èìååò âèä uw äëÿ íåêî-

òîðîãî ýëåìåíòà w ∈ W .

Ãèïîòåçû 1�3 áûëè ïîñòàâëåíû â ðàáîòå [3] è áûëè ïðîâåðåíû òàì äëÿ
ïîëóïðîñòûõ ãðóïï òèïà A2, A3 è A4.

Â äàííîé ðàáîòå Ãèïîòåçà 1 äîêàçûâàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå, ïðåäúÿâëÿþò-
ñÿ êîíòðïðèìåðû äëÿ Ãèïîòåç 2�3. Ãèïîòåçà 4 äîêàçàíà äëÿ ãðóïï òèïà An

è îïðîâåðãíóòà â ñëó÷àÿõ B3, C3, G2.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Äæ. Õàìôðè. Ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû. Ì., Íàóêà, 1980.
[2] P. Cellini, P. Papi. ad-Nilpotent ideals of a Borel subalgebra. J. Algebra
225 (2000), pp. 130-141.
[3] Ä.Þ. Åëèñååâ, À.Í. Ïàíîâ. Êàñàòåëüíûå êîíóñû ìíîãîîáðàçèé Øóáåð-
òà äëÿ An ìàëîãî ðàíãà. Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ 394 (2011),
ñ. 218�225, ñì. òàêæå arXiv: math.RT/1109.0399.
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Ðàññòàíîâêè ëàäåé è çàìûêàíèÿ îðáèò
áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû GLn(C)
À.Ñ. Âàñþõèí, Ì.Â. Èãíàòüåâ

Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Ñàìàðà, Ðîññèÿ

childofmalkav@mail.ru, mihail.ignatev@gmail.com

Ïóñòü G = GLn(C), B � å¼ áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âåðõíå-
òðåóãîëüíûõ ìàòðèö, U � óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ãðóïïû B; ïóñòü g, b, u �
àëãåáðû Ëè ãðóïï G, B, U ñîîòâåòñòâåííî. Ãðóïïà B äåéñòâóåò íà g ñîïðÿ-
æåíèÿìè; ýòî äåéñòâèå ìîæíî îãðàíè÷èòü íà b è u, îòêóäà àâòîìàòè÷åñêè
âîçíèêàåò äåéñòâèå B íà ñîïðÿæ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå u∗. Ìû áóäåì íàçûâàòü
ýòî äåéñòâèå êîïðèñîåäèí¼ííûì:

b.λ(x) = λ(b−1xb), b ∈ B, x ∈ u, λ ∈ u∗.
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Îòîæäåñòâèì ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé Φ+ ñèñòåìû êîðíåé
Φ = An−1 ñ ìíîæåñòâîì ïàð (j, i), 1 6 j < i 6 n, òîãäà ìàòðèöû eα, α ∈ Φ+,
îáðàçóþò áàçèñ u, ãäå eα = ej,i, α = (j, i), � ñòàíäàðòíàÿ ìàòðè÷íàÿ åäè-
íèöà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {e∗α, α ∈ Φ+} äâîéñòâåííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà u∗.
Ðàññòàíîâêîé ëàäåé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî P ⊆ Φ+, ñîñòî-
ÿùåå èç êîðíåé ñ ïîïàðíî íåïîëîæèòåëüíûìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè;
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ðàññòàíîâîê ëàäåé ÷åðåç R. Ñ êàæäîé ðàññòàíîâ-
êîé P ∈ R ìîæíî ñâÿçàòü êîïðèñîåäèí¼ííóþ îðáèòó ΩP ⊂ u∗ ãðóïïû B � ïî
îïðåäåëåíèþ, ýòî îðáèòà ýëåìåíòà

XP =
∑
α∈P

e∗α ∈ u∗.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ðàññòàíîâêè P , P ′ ∈ R

îðáèòà ΩP ëåæèò â çàìûêàíèè îðáèòû ΩP ′. Â ðàáîòå [1] îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
ïîëó÷åí äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà ðàññòàíîâîê, à èìåííî, äëÿ îðòîãîíàëüíûõ
ïîäìíîæåñòâ â A+

n−1 (ñì. òàêæå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû â [2] äëÿ îðòîãî-
íàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ â C+

n è ñòàòüþ À. Ìåëüíèêîâîé [5], ðåçóëüòàòû êîòîðîé
â êàêîì-òî ñìûñëå ¾äâîéñòâåííû¿ ðåçóëüòàòàì [1]).

Îêàçàëîñü, ÷òî îòâåò ìîæåò áûòü äàí â ñëåäóþùèõ êîìáèíàòîðíûõ òåðìè-
íàõ. Ïóñòü RP � ñòðîãî íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà (ñ íóëÿìè íà äèàãîíàëè),
(i, j)-é ýëåìåíò êîòîðîé ïðè i > j ðàâåí êîëè÷åñòâó êîðíåé (b, a) â P òàêèõ,
÷òî a > i, b 6 j. Áóäåì ïèñàòü RP 6 RP ′, åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ êàæ-
äîãî ýëåìåíòà ýòèõ ìàòðèö. Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç wP èíâîëþöèþ (ýëåìåíò
âòîðîãî ïîðÿäêà) â Sn, ðàâíóþ ïðîèçâåäåíèþ îòðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîðíÿì èç îðòîãîíàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà P .

Òåîðåìà. [1, Theorem 1.1] Ïóñòü P , P ′ � îðòîãîíàëüíûå ïîäìíîæåñòâà

â A+
n−1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
i) ΩP ⊆ ΩP ′;
ii) RP 6 RP ′;
iii) wP 6 wP ′ â ñìûñëå ïîðÿäêà Áðþà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ óñëîâèé èñïîëüçîâàíû êîìáè-
íàòîðíûå ðåçóëüòàòû Ô. Èí÷èòòè [3], [4], à òàêæå ÿâíîå îïèñàíèå îðòîãî-
íàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ, áëèæàéøèõ ê äàííîìó îðòîãîíàëüíîìó ïîäìíîæå-
ñòâó P â ñìûñëå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, èíäóöèðîâàííîãî ïîðÿäêîì íà ìàòðè-
öàõ RP . Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîãîíàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà
P ∈ Φ+ îïèñàíî ìíîæåñòâî N⊥(P ), ñîñòîÿùåå èç òàêèõ îðòîãîíàëüíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ P ′, ÷òî RP ′ < RP è íå ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà S,
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óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ RP ′ < RS < RP . Îòòàëêèâàÿñü îò ýòèõ ðåçóëüòà-
òîâ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.

Ãèïîòåçà. Ïóñòü P , P ′ ∈ R � ïðîèçâîëüíûå ðàññòàíîâêè ëàäåé â A+
n−1.

Òîãäà óñëîâèÿ ΩP ⊆ ΩP ′ è RP 6 RP ′ ýêâèâàëåíòíû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ãèïîòåçû äîñòàòî÷íî îïèñàòü ìíîæåñòâî ðàññòà-
íîâîê ëàäåé, áëèæàéøèõ ê P , òî åñòü ìíîæåñòâî

N(P ) = {P ′ ∈ R | RP ′ < RP è íå ñóùåñòâóåò

òàêîé S ∈ R, ÷òî RP ′ < RS < RP}.
Â äîêëàäå áóäåò äàíî îïèñàíèå ÷àñòè ìíîæåñòâà N(P ), à òàêæå ñôîðìóëèðî-
âàíà ãèïîòåçà î åãî ñòðîåíèè äëÿ âñåõ P ∈ R, äîêàçàòü êîòîðóþ ìû íàäååìñÿ
â áëèæàéøåå âðåìÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Êîëüöà êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé
êëàññè÷åñêèõ ñóïåðàëãåáð Ëè
À.Ï. Âåñåëîâ1, À.Í. Ñåðãååâ2

1Loughborough University, Loughborough, UK
2Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Í.Ã. ×åðíûøåâñêîãî, Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ

A.P.Veselov@lboro.ac.uk, SergeevAN@info.sgu.ru

Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïðî-
ñòûõ êîìïëåêñíûõ àëãåáð Ëè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå ([1],
Òåîðåìà 23.24).
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Êîëüöî êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé R(g) ïîëóïðîñòîé êîìïëåêñíîé àë-
ãåáðû Ëè g èçîìîðôíî êîëüöó Z[P ]W W -èíâàðèàíòîâ öåëî÷èñëåííîãî ãðóï-

ïîâîãî êîëüöà Z[P ], ãäå P � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåòêà âåñîâ è W � ãðóï-

ïà Âåéëÿ. Èçîìîðôèçì çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå êàæäîìó ìîäóëþ

ñîïîñòàâëÿåò åãî õàðàêòåð Ch : R(g) → Z[P ]W .

Öåëü äîêëàäà � äàòü îáîáùåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà êîìïëåêñíûå êëàññè-
÷åñêèå ñóïåðàëãåáðû Ëè. Ïóñòü g áóäåò îñíîâíîé êëàññè÷åñêîé ñóïåðàëãåáðîé
Ëè (ñì. [2]), îòëè÷íîé îò A(1, 1), è h áóäåò å¼ ïîäàëãåáðîé Êàðòàíà, P0 ⊂ h∗

áóäåò ãðóïïîé âåñîâ g0, W0 áóäåò ãðóïïîé Âåéëÿ g0 è Z[P0]
W0 áóäåò êîëü-

öîìW0-èíâàðèàíòîâ â öåëî÷èñëåííîì ãðóïïîâîì êîëüöå Z[P0]. Ðàçëîæåíèå g
îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ h äàåò (îáîáù¼ííóþ) ñèñòåìó êîð-
íåé R ⊂ h∗. Íà h∗ ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, ïðè ýòîì
íåêîòîðûå êîðíè ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè. Îïðåäåëèì êîëüöî ýêñïîíåíöèàëü-

íûõ ñóïåðèíâàðèàíòîâ J(g), çàìåíÿþùåå êîëüöî èíâàðèàíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ
â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ àëãåáð Ëè:

J(g) = {f ∈ Z[P0]
W0 : Dαf ∈ (eα − 1) äëÿ ëþáîãî èçîòðîïíîãî êîðíÿ α},

ãäå (eα− 1) îáîçíà÷àåò ãëàâíûé èäåàë â Z[P0]
W0, ïîðîæäåííûé eα− 1, è ïðî-

èçâîäíàÿ Dα îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâîì Dα(e
β) = (α, β)eβ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ (ñì. [3])

Òåîðåìà. Êîëüöî Ãðîòåíäèêà K(g) êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé îñ-

íîâíîé êëàññè÷åñêîé ñóïåðàëãåáðû Ëè g èçîìîðôíî êîëüöó J(g). Èçîìîðôèçì
çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì âçÿòèÿ ñóïåðõàðàêòåðà Sch : K(g) → J(g).

Ýëåìåíòû J(g) ìîãóò áûòü òàêæå îïèñàíû êàê èíâàðèàíòû äåéñòâèÿ íåêî-
òîðîãî ãðóïïîèäà W, êîòîðûé åñòåñòâåííî íàçâàòü ãðóïïîèäîì Âåéëÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] W. Fulton., J. Harris. Representation Theory. A First Course. Springer, New
York, 1991.
[2] V.G. Kac. Lie superalgebras. Adv. Math 26 (1977), no. 1, pp. 8�96.
[3] A.N. Sergeev, A.P. Veselov. Grothendieck rings of basic classical Lie superal-
gebras. Ann. Math. 173 (2011), no. 2, pp. 663�703.

16



Î êîãîìîëîãèÿõ àëãåáðû Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé
íà îðáèôîëäå S1/Z2

Å.Þ. Âîëîêèòèíà
Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Í.Ã. ×åðíûøåâñêîãî, Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ

evgenia.yu@gmail.com

Â êîíöå 60-õ ãîäîâ È.Ì. Ãåëüôàíä è Ä.Á. Ôóêñ äîêàçàëè, ÷òî êîëüöî
H∗(U(S1)) èçîìîðôíî òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ êîëüöà ïîëèíîìîâ ñ îäíîé
äâóìåðíîé îáðàçóþùåé è âíåøíåé àëãåáðû ñ îäíîé òðåõìåðíîé îáðàçóþùåé.

Ïóñòü S1 � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî-
ãî z. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè êîãîìîëîãèé àëãåáðû Ëè ãëàäêèõ
âåêòîðíûõ ïîëåé îðáèôîëäà S1/Z2, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç îêðóæíîñòè äåéñòâè-
åì ãðóïïû Z2, ïîðîæä¼ííîé îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî îñè x.

Ïóñòü t � óãëîâîé ïàðàìåòð íà îêðóæíîñòè, òîãäà ãëàäêèìè ôóíêöèÿ-
ìè íà îðáèôîëäå S1/Z2 ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûå ïåðèîäè÷åñêèå ãëàäêèå ôóíêöèè
íà R. Âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà S1/Z2 ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû
ãëàäêèõ ôóíêöèé íà S1/Z2. Ëþáîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà îêðóæíîñòè

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå X(t)
d

dt
, ãäå X(t) � ãëàäêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà îðáèôîëäå S1/Z2 ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü â âèäå X(t)
d

dt
, ãäå X(t) � íå÷¼òíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà Ëè U(S1/Z2) ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåá-
ðû Ëè U(S1).

Èñïîëüçóÿ äîêàçàòåëüñòâî Ãåëüôàíäà�Ôóêñà è òåîðèþ îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé íà îêðóæíîñòè, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Àëãåáðà êîãîìîëîãèé H∗(U(S1/Z2)) ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ îä-

íîìåðíûìè îáðàçóþùèìè α1 è α2 è îäíîé äâóìåðíîé îáðàçóþùåé β, ãäå

α1(X(t)
d

dt
) =

dX

dt
(0), α2(X(t)

d

dt
) =

dX

dt
(π),

β(X(t)
d

dt
, Y (t)

d

dt
) =

π∫
0

(
d2X

(dt)2
dY

dt
− dX

dt

d2Y

(dt)2

)
dt.

Èç Òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà íåòðèâèàëüíûõ äâóìåðíûõ
êëàññà êîãîìîëîãèé β è α1 ∧ α2. Îíè ïîðîæäàþò äâà íåòðèâèàëüíûõ íåýê-
âèàëåíòíûõ ðàñøèðåíèÿ àëãåáðû Ëè U(S1/Z2). Èçó÷åíèå ýòèõ ðàñøèðåíèé

17



ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàïðàâëåíèé ïðîäîëæåíèÿ èññëåäîâàíèÿ. Àíàëîãè÷íîå
ðàñøèðåíèå äëÿ àëãåáðû Ëè U(S1), íàçûâàåìîå àëãåáðîé Âèðàñîðî, èìååò
ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå.

U-èíâàðèàíòû ïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
Ê.À. Âÿòêèíà, À.Í. Ïàíîâ

Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Ñàìàðà, Ðîññèÿ

vjatkina.k@gmail.com, apanov@list.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèñîåäèí¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå AdgA = gAg−1 ãðóïïû
GL(n,K), ãäåK � ïðîèçâîëüíîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, â àëãåáðå ìàò-
ðèö Mat(n,K). Ïóñòü U � ïîäãðóïïà âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â GL(n,K)
ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, X = (xij) � ìàòðèöà îáùåãî âèäà èç Mat(n,K),
X∗ = (x∗ij) � ïðèñîåäèí¼ííàÿ ìàòðèöà: X ·X∗ = X∗ ·X = detX · E.

Äëÿ ëþáîãî 1 6 k 6 n ÷åðåç Jk îáîçíà÷èì ëåâûé íèæíèé óãëîâîé ìèíîð
ìàòðèöû, ïîëó÷àþùèéñÿ èç X óäàëåíèåì ïåðâûõ n − k ñòðîê è ïîñëåäíèõ
n− k ñòîëáöîâ.

Ñ êàæäûì ìèíîðîì Jk ñâÿæåì ñèñòåìó èç k îïðåäåëèòåëåé Jk,i, ãäå 0 6
i 6 k − 1. Îïðåäåëèòåëü Jk,0 ñîâïàäàåò ñ ìèíîðîì Jk. Â îïðåäåëèòåëå Jk,i,
ãäå 1 6 i 6 k− 1, ïåðâûå k− i ñòðîê ñîâïàäàþò ñ ïîñëåäíèìè k− i ñòðîêàìè
èç ìèíîðà Jk, a ïîñëåäíèå i ñòðîê ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè ñòðîêàìè èç
ìèíîðà Jk(X

∗) ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöû X∗ = (x∗ij).

Ïðèìåð 1. Ñëó÷àé n = 2, X =

(
x11 x12
x21 x22

)
, X∗ =

(
x∗11 x∗12
x∗21 x∗22

)
, J1,0 = x2,1,

J2,0 =

∣∣∣∣x11 x12
x21 x22

∣∣∣∣, J2,1 = ∣∣∣∣x21 x22
x∗21 x∗22

∣∣∣∣.
Ïðèìåð 2. Ñëó÷àé n = 3, X =

x11 x12 x13
x21 x22 x23
x31 x32 x33

, X∗ =

x∗11 x∗12 x∗13
x∗21 x∗22 x∗23
x∗31 x∗32 x∗33

,

J1,0 = x3,1, J2,0 =

∣∣∣∣x21 x22
x31 x32

∣∣∣∣, J2,1 =

∣∣∣∣x31 x32
x∗31 x∗32

∣∣∣∣, J3,0 =

∣∣∣∣∣∣
x11 x12 x13
x21 x22 x23
x31 x32 x33

∣∣∣∣∣∣,
J3,1 =

∣∣∣∣∣∣
x21 x22 x23
x31 x32 x33
x∗31 x∗32 x∗33

∣∣∣∣∣∣, J3,2 =
∣∣∣∣∣∣
x31 x32 x33
x∗21 x∗22 x∗23
x∗31 x∗32 x∗33

∣∣∣∣∣∣.
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Òåîðåìà. Ïîëå U -èíâàðèàíòîâ ïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû

GL(n,K) åñòü ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò {Jk,i, 1 6 k 6 n, 0 6 i 6
k − 1}.

Öåëûå ìîäåëè Íåðîíà äâóìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ
íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè

Ì.Â. Ãðåõîâ
Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

Ñàìàðà, Ðîññèÿ
natdem@bk.ru

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîäåëè Íåðîíà àëãåá-
ðàè÷åñêèõ òîðîâ ðàçìåðíîñòè 2 íàä ïîëÿìè p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.

Ïóñòü T � àëãåáðàè÷åñêèé òîð, îïðåäåë¼ííûé íàä k (êîíå÷íûì ðàñøèðå-
íèåì ïîëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp), L � åãî ìèíèìàëüíîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ,
T̂ � ãðóïïà õàðàêòåðîâ, G = Gal(L/k), n = [L : k], d = rk T̂ .

Öåëîé ìîäåëüþ T íàçûâàåòñÿ Ok-ñõåìà X (ãäå Ok ⊂ k � êîëüöî öåëûõ
ýëåìåíòîâ k) òàêàÿ, ÷òî X⊗Ok

k ∼= T . Ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèþ ìîäåëè
ìîãóò áûòü ñàìûìè ðàçíîîáðàçíûìè, íî êëàññè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ äâå: ìîäå-
ëè Âîñêðåñåíñêîãî è Íåðîíà. Îáå îíè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ðàñøèðåíèåì
L/k è ãðóïïîé T̂ , ðàññìàòðèâàåìîé êàê G-ìîäóëü.

Ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî (ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü) õîðîøî èçó÷åíà â ðà-
áîòàõ [1] è [2]. Ïóñòü ωj, j = 1, . . . , n, � öåëûé áàçèñ L íàä k. Èçâåñòíî, ÷òî
èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå L[T̂ ] = Bω1⊕Bω2⊕ . . .⊕Bωn, ãäå L[T̂ ] � ãðóïïîâîå
êîëüöî T , B = L[T̂ ]G � êîîðäèíàòíîå êîëüöî T . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áàçèñ-
íûõ õàðàêòåðîâ T̂ ðàçëîæåíèå áóäåò âèäà χi = ω1xi1 + ω2xi2 + . . . + ωnxin,
à äëÿ îáðàòíûõ èì χi

−1 = ω1yi1 + ω2yi2 + . . . + ωnyin, ãäå i = 1, . . . , d, ïðè-
÷¼ì B êàê àëãåáðà Õîïôà ïîðîæäåíà xij, ylm, i, l = 1, . . . , d, j,m = 1, . . . , n.
Ìîäåëüþ Âîñêðåñåíñêîãî òîðà T íàçûâàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé êàê Ok-ñõåìà
ñïåêòð êîëüöà A(T̂ ) = Ok[xij, ylm]. Íàèáîëåå âàæíîå ñâîéñòâî ýòîé ìîäåëè �
îíà êîíñòðóêòèâíà, òî åñòü îïðåäåëåíèå äà¼ò àëãîðèòì å¼ ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì
âèäå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òîðà. Òàêæå îíà âñåãäà èìååò êîíå÷íûé òèï.

Öåëàÿ ìîäåëü X ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, åñëè å¼ ðåäóêöèÿ X = X ⊗Ok
rk (ãäå

rk = Ok/℘ � ïîëå âû÷åòîâ, ℘ � ïðîñòîé èäåàë) áóäåò ïðèâåä¼ííîé ñõåìîé.
Ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî ìîæåò íå áûòü ãëàäêîé. Èçâåñòíî (îáúÿñíåíèå ïðè-

âîäèòñÿ â ðàáîòå [2]), ÷òî ýòî èìååò ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå äèêîãî âåòâëåíèÿ
L íàä k, òî åñòü êîãäà èíäåêñ âåòâëåíèÿ e(L/k) > 1 è char rk | e.
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Â îòëè÷èå îò ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî, ìîäåëü Íåðîíà, ïîäðîáíî îïèñàííàÿ
â ðàáîòå [3], âñåãäà ãëàäêàÿ, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé. Êîíå÷íûé òèï
îíà èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñåãäà. Ìîäåëüþ Íåðîíà òîðà T íàçûâàåòñÿ
òàêàÿ ãëàäêàÿ öåëàÿ ìîäåëü X, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó îòîáðàæåíèÿ
Íåðîíà: äëÿ ëþáîé ãëàäêîé Ok-ñõåìû Y ëþáîé k-ìîðôèçì uk : Y ⊗Ok

k →
X ⊗Ok

k åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî Ok-ìîðôèçìà u : Y → X.
Ýòî îïðåäåëåíèå íå äà¼ò àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà, ÿâíîãî

îïèñàíèÿ àëãîðèòìà â íàñòîÿùåå âðåìÿ è íå ñóùåñòâóåò. Òî åñòü ìîäåëü
íåêîíñòðóêòèâíà, õîòÿ äîêàçàíî å¼ ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òîðà.
Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, òî ìîäåëü Íåðî-
íà ñîâïàäàåò ñ íåé, à åñëè íåò, ìîäåëü Íåðîíà ìîæíî ïîñòðîèòü çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ ïóò¼ì ñãëàæèâàíèÿ ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî. Ñãëàæèâàíèå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîäåëåé T i, ãäå T 0 � ìîäåëü
Âîñêðåñåíñêîãî, à êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü T i+1 ÿâëÿåòñÿ äèëàòàöèåé îïðå-
äåë¼ííîé çàìêíóòîé ïðèâåä¼ííîé ïîäñõåìû Zi ⊂ T i ⊗ rk.

Íî â ÿâíîé ôîðìå ïðîöåññ ñãëàæèâàíèÿ äî ñèõ ïîð íå áûë îïèñàí. Â äàí-
íîé ðàáîòå îí ðåàëèçîâàí äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äâóìåðíûõ òîðîâ íàä ïîëÿìè
p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Íà îñíîâàíèè èçâåñòíîé êëàññèôèêàöèè äâóìåðíûõ òîðîâ
îïðåäåëÿþòñÿ òå ñëó÷àè, â êîòîðûõ ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî íå áóäåò ãëàäêîé,
äëÿ íèõ ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ìîäåëè è å¼ ñãëàæèâàíèå äî ïîëó÷åíèÿ ìî-
äåëè Íåðîíà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Â.Å. Âîñêðåñåíñêèé. Àëãåáðàè÷åñêèå òîðû. Ì., Íàóêà, 1977.
[2] S. Yu. Popov. Standard integral models of algebraic tori. Preprintreihe des
SFB 478 � Geometrische Strukturen in der Mathematik, 2003.
[3] S. Bosch, W. Lutkebohmert, M. Rayn. Néron models. Springer�Verlag, Berlin,
Heidelberg, 1990.
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Êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî
äóàëüíîãî ïåðåìåííîãî

Þ.Â. Äóíèí1

Òàìáîñâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ã.Ð. Äåðæàâèíà, Òàìáîâ, Ðîññèÿ

duninne@rambler.ru

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ââîäèì äëÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî äóàëüíîãî
ïåðåìåííîãî L (íàçûâàåìîé òàêæå ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî�Ãàëèëåÿ) êàíî-
íè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî,
ñì. [2].

Àëãåáðà Λ äóàëüíûõ ÷èñåë åñòü äâóìåðíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì R, ñîñòî-
ÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ z = x + jy, x, y ∈ R, ñ ñîîòíîøåíèåì j2 = 0. ×èñëîì,
ñîïðÿæ¼ííûì äóàëüíîìó ÷èñëó z = x + jy, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî z = x − jy.
Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |z| ÷èñëà z åñòü

√
zz = |x|.

Ìíîæåñòâî L çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì zz < 1 íà ïëîñêîñòè Λ. Ýòî âåðòè-
êàëüíàÿ ïîëîñà, îãðàíè÷åííàÿ ïðÿìûìè x = −1 è x = 1.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûé ìàòåðèàë èç [1] î ãðóïïå G äâèæåíèé ìíîãîîáðà-
çèÿ L è å¼ ïðåäñòàâëåíèÿõ Tσ, σ ∈ C. Ãðóïïà G ñîñòîèò èç äðîáíî-ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé

z 7→ z · g = az + b

bz + a
, g =

(
a b

b a

)
, aa− bb = 1, a, b ∈ Λ. (1)

Îíà ñîõðàíÿåò ìåðó (1− zz)−2dxdy. Îáîçíà÷èì a = α+ jp, b = β + jq. Óñëî-
âèå aa − bb = 1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî α2 − β2 = 1, òàê ÷òî α2 > 1, òî åñòü
α > 1 èëè α 6 −1. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà SU(1, 1; Λ), îáðàçîâàííàÿ ìàòðè-
öàìè g, ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ êóñêîâ. Äëÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòû åäèíèöû
âûïîëíÿåòñÿ α > 1. Îíà èçîìîðôíà ãðóïïå G, ïîýòîìó ñîõðàíèì äëÿ íå¼
îáîçíà÷åíèå G. Ïàðàìåòðû α è β ìàòðèöû g ∈ G ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
α = ch t è β = sh t, ãäå t ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêóþ ìàòðèöó g ∈ G ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

g = g(t) + j c(p, q), (2)

ãäå

g(t) =

(
ch t sh t
sh t ch t

)
, c(p, q) =

(
p q
−q −p

)
. (3)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÀÂÖÏ ¾Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû¿, ïðîåêòû
1.1.2/9191 è 1.1.11, è ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿, ïðîåêò
14.740.11.0349.
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Ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé òî÷êè z = 0 ñëóæèò ïîäãðóïïà K, ñîñòîÿùàÿ
èç äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö:

k =

(
1 + jp 0

0 1− jp

)
,

òàê ÷òî L = G/K.
Ïðåäñòàâëåíèå Tσ, σ ∈ C, ãðóïïû G äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå D(R) ôè-

íèòíûõ ôóíêöèé φ(s) íà R êëàññà C∞ ïî ôîðìóëå

Tσ(g)φ(s) = φ(s+ t) · exp {σ[−p sh(2s+ t) + q ch(2s+ t)]} ,

ãäå t, p, q � ïàðàìåòðû ýëåìåíòà g, ñì. (2), (3). Ýðìèòîâà ôîðìà (ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå èç L2(R, ds))

⟨ψ, φ⟩R =

∫ ∞

−∞
ψ(s)φ(s) ds

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïàðû (Tσ, T−σ), òî åñòü

⟨Tσ(g)ψ, φ⟩R = ⟨ψ, T−σ(g
−1)φ⟩R, (4)

òàê ÷òî äëÿ ÷èñòî ìíèìûõ σ ïðåäñòàâëåíèå Tσ óíèòàðèçóåìî. Ñ ïîìîùüþ (4)
ïðåäñòàâëåíèå Tσ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâîD

′(R) îáîáù¼ííûõ ôóíê-
öèé ψ íà R.
Êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå Rλ, λ ∈ C, ãðóïïû G äåéñòâóåò â ïðîñòðàí-

ñòâå D(L) ôèíèòíûõ ôóíêöèé f(z) íà L êëàññà C∞ ïî ôîðìóëå

(Rλ(g)f) (z) = f(z · g) |bz + a|−2λ−4 (5)

= f(z · g) (sht · x+ cht)−2λ−4,

ôîðìóëà (5) êîïèðóåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó èç [2]. Ïðè λ = −2 ýòî
ïðåäñòàâëåíèå ñòàíîâèòñÿ êâàçèðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì, ñì. [1].

Ýðìèòîâà ôîðìà

⟨f, h⟩L =

∫
L

f(z)h(z) dx dy , z = x+ jy,

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïàðû (Rλ, R−λ−2):

⟨Rλ(g)f, h⟩L = ⟨f, R−λ−2(g
−1)h⟩L.

Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ïðåäñòàâëåíèå Rλ íà ïðîñòðàíñòâî D′(L)
îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé íà Λ ñ íîñèòåëÿìè â L, â ÷àñòíîñòè, íà ïðîñòðàíñòâî
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îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ x = ±1.
Ïîëó÷àþùèåñÿ òàêèì îáðàçîì ãðàíè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî
ïðåäñòàâëåíèÿì åù¼ îäíîé ñåðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G, îïèñàííîé â [1].
Îíè íå ó÷àñòâóþò â ðàçëîæåíèè êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé Rλ íà D(L).
Ïðè÷èíà ýòîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè φ ∈ D(R) å¼ ïðåîáðàçîâàíèå
Ïóàññîíà (Pλ,σ φ) (z), ñì. íèæå, èìååò íîñèòåëü, ëåæàùèé â ïîëîñå, áîëåå óç-
êîé, ÷åì L (â ïîëîñå |x| < 1−ε < 1), ïîýòîìó èìååò íóëåâóþ àñèìïòîòèêó ïðè
|x| → 1. Ïîýòîìó â ýòîé ñòàòüå ãðàíè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìû ðàññìàòðèâàòü
íå áóäåì.

Ââåä¼ì äâà ñïëåòàþùèõ îïåðàòîðà, ñâÿçàííûõ ñ êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì Rλ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàññîíà Pλ,σ : D(R) → C∞(L) è ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå Fλ,σ : D(L) → D(R), îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

(Pλ,σ φ) (z) = (1− x2)−λ−2φ(ξ) exp

{
σ

y

1− x2

}
,

(Fλ,σ f) (s) = (1− c2)λ+1

∫ ∞

−∞
f(c+ iy) exp

{
σ

y

1− c2

}
dy,

çäåñü x = th ξ, c = th s. Ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàññîíà ñïëåòàåò T−σ ñ Rλ, à ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå ñïëåòàåò Rλ ñ Tσ:

Rλ(g)Pλ,σ = Pλ,σT−σ(g),

Fλ,σRλ(g) = Tσ(g)Fλ,σ,

ãäå g ∈ G. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàññîíà è Ôóðüå ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó:

⟨P−λ−2,σ φ, f⟩L = ⟨φ, Fλ,σf⟩R.

Òåîðåìà 1. Êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå Rλ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå

D(L) ðàçëàãàåòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèÿì Tiρ (çäåñü i =
√
−1 � êîìïëåêñíîå

÷èñëî, ρ ∈ R) ñ êðàòíîñòüþ åäèíèöà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîïîñòàâèì

ôóíêöèè f ∈ D(L) ñîâîêóïíîñòü å¼ êîìïîíåíò Ôóðüå Fλ,iρf , ρ ∈ R. Ýòî
ñîîòâåòñòâèå G-ýêâèâàðèàíòíî. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà îáðàùåíèÿ:

f =
1

2π

∫ ∞

−∞
Pλ,−iρ Fλ,iρ f dρ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Ìíîãî÷ëåíû Êîñòàíòà è êàñàòåëüíûå êîíóñû
ê ìíîãîîáðàçèÿì Øóáåðòà

Ä.Þ. Åëèñååâ, Ì.Â. Èãíàòüåâ
Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

Ñàìàðà, Ðîññèÿ
dmitriyelis@gmail.com, mihail.ignatev@gmail.com

Ïóñòü G � ïîëóïðîñòàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, T � ìàêñè-
ìàëüíûé òîð â G, Φ = Φ(G, T ) � ñèñòåìà êîðíåé,W � å¼ ãðóïïà Âåéëÿ, B �
áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ T . Îáîçíà÷èì ÷åðåç F = G/B ìíîãîîá-
ðàçèå ôëàãîâ, ÷åðåçX◦

w = BẇB mod B � êëåòêóØóáåðòà, ñîîòâåòñòâóþùóþ
ýëåìåíòó w ∈ W (ẇ � ëþáîé ïðåäñòàâèòåëü w â G), à ÷åðåç Xw = X◦

w � ìíî-
ãîîáðàçèå Øóáåðòà. (Êàê èçâåñòíî, F =

∪
w∈W X◦

w.) Äëÿ èçó÷åíèÿ ãåîìåòðèè
ìíîãîîáðàçèÿ Xw âàæíóþ ðîëü èãðàåò âû÷èñëåíèå êàñàòåëüíîãî êîíóñà Cw

â òî÷êå p = id mod B ∈ Xw, ñì., ê ïðèìåðó, [1].
Â ðàáîòå [3] êîíóñû Cw áûëè âû÷èñëåíû äëÿ âñåõ w ∈ W äëÿ G = SLn(C)

ïðè n 6 5. Íà îñíîâå ýòèõ âû÷èñëåíèé À.Í. Ïàíîâûì áûë âûäâèíóò ðÿä
ãèïîòåç î ñòðîåíèè êàñàòåëüíûõ êîíóñîâ â îáùåì ñëó÷àå. Â ÷àñòíîñòè, îí
ïðåäïîëîæèë, ÷òî åñëè êàñàòåëüíûå êîíóñû Cw è Cw′ ñîâïàäàþò, òî w è w′ ñî-
ïðÿæåíû â W ∼= Sn. Â òàêîì âèäå ãèïîòåçà îêàçûâàåòñÿ íåâåðíîé: êîíòðïðè-

ìåðîì ñëóæàò ïîäñòàíîâêè w =

(
1 2 3 4 5 6
3 5 4 6 2 1

)
è w′ =

(
1 2 3 4 5 6
3 6 5 2 1 4

)
.

Â òî æå âðåìÿ, îñòà¼òñÿ â ñèëå òàêàÿ

Ãèïîòåçà. Ïóñòü w, w′ ∈ Sn ñîïðÿæåíû è Cw = Cw′. Òîãäà w è w′ ñî-

ïðÿæåíû óæå ñ ïîìîùüþ ïîäãðóïïû, ïåðåñòàâëÿþùåé ÷èñëà âíóòðè íåçà-
âèñèìûõ öèêëîâ ïîäñòàíîâêè w.

Ýòî îçíà÷àåò, ñðåäè ïðî÷åãî, ÷òî åñëè w è w′ � èíâîëþöèè (ýëåìåíòû
âòîðîãî ïîðÿäêà) â Sn, ïðè÷¼ì w ̸= w′, òî Cw ̸= Cw′. Àíàëîãè÷íóþ ãèïîòå-
çó ìîæíî âûäâèíóòü è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G. (Ñì. [4], [5] ïî ïîâîäó
ñâÿçè êàñàòåëüíûõ êîíóñîâ ê Xw äëÿ èíâîëþöèé è êîïðèñîåäèí¼ííûõ îðáèò
óíèïîòåíòíîãî ðàäèêàëà ãðóïïû B.) Â ñòàòüå [6] Á. Êîñòàíòîì äëÿ ëþáûõ
w, v ∈ W áûëè îïðåäåëåíû ýëåìåíòû cw,v ïîëÿ ÷àñòíûõ ñèììåòðè÷åñêîé
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà h∗, ñîïðÿæ¼ííîãî ê àëãåáðå Ëè ãðóïïû T ; ñì. òàêæå
[7] è [2]. Â [2] ýëåìåíòû (−1)l(w)−l(v) · cw,v ·

∏
α∈Φ+ α ñèììåòðè÷åñêîé àëãåá-

ðû ïðîñòðàíñòâà h∗ íàçâàíû ìíîãî÷ëåíàìè Êîñòàíòà (çäåñü l(w) � äëèíà
ýëåìåíòà w â ãðóïïå Âåéëÿ). Â ðàáîòå [8] Ñ. Êóìàð ïîêàçàë, ÷òî ìíîãî÷ëå-
íû dw = (−1)l(w) · cw,id ·

∏
α∈Φ+ α çàâèñÿò òîëüêî îò êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðû

T -ìîäóëÿ íà àëãåáðå ôóíêöèé êàñàòåëüíîãî êîíóñà Cw.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî Cw ̸= Cw′, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
dw ̸= dw′. Ìû äîêàçûâàåì ýòîò ôàêò äëÿ ñåðèè An äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n è,
èñïîëüçóÿ ïàêåò êîìïüþòåðíîé àëãåáðû SAGE [9], äëÿ ñèñòåì êîðíåé F4 è G2.
Òåì ñàìûì, äîêàçàíà

Òåîðåìà. Ïóñòü êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ñèñòåìû êîðíåé Φ
èìååò òèï An, F4 èëè G2. Ïóñòü w, w

′ � èíâîëþöèè â ãðóïïå Âåéëÿ W

è w ̸= w′. Òîãäà Cw ̸= Cw′.

Â áëèæàéøåå âðåìÿ ìû íàäååìñÿ ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ
îñòàëüíûõ êëàññè÷åñêèõ ñåðèé êîðíåé, à òàêæå äëÿ E6, E7 è E8. Òàêæå
íåñëîæíûìè êîìáèíàòîðíûìè ðàññóæäåíèÿìè äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû êîðíåé Φ è ëþáîãî ýëåìåíòà

w ∈W ìíîãî÷ëåíû Êîñòàíòà dw è dw−1 ñîâïàäàþò.
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Ïóñòü F � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïîëå è A =
⟨
A; +; ·

⟩
� ëèíåéíàÿ àë-

ãåáðà íàä ïîëåì F . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà àëãåáðå A îïðåäåëåí K-ïîðÿäîê
≤, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1)
⟨
A; +;≤

⟩
� ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà [1];

(2) èç a ≤ b ñëåäóåò, ÷òî λa ≤ λb äëÿ âñåõ a, b ∈ A è λ > 0, λ ∈ F ;
(3) èç 0 ≤ a ñëåäóåò, ÷òî ab ≤ a è ba ≤ a äëÿ âñåõ a, b ∈ A.

Åñëè ïðè ýòîì ãðóïïà
⟨
A; +;≤

⟩
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî (ðåø¼òî÷íî) óïîðÿäî÷åí-

íîé, òî àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî (ðåø¼òî÷íî) K-óïîðÿäî÷åííîé àëãåá-
ðîé. Äàííîå îïðåäåëåíèå óïîðÿäî÷åíèÿ áûëî ââåäåíî äëÿ àëãåáð Ëè Â.Ì. Êî-
ïûòîâûì (ñì. [2]).

Íàçîâåì l-ïåðâè÷íûì ðàäèêàëîì ðåø¼òî÷íî K-óïîðÿäî÷åííîé àëãåáðû A
íàä ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì F ïåðåñå÷åíèå âñåõ l-èäåàëîâ J àëãåá-
ðû A, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå UV = {z =

∑n=n(z)
i=1 xiyi |

xi ∈ U, yi ∈ V } ëþáûõ äâóõ íåíóëåâûõ l-èäåàëîâ U, V ôàêòîðàëãåáðû A/J
îòëè÷íî îò ìíîæåñòâà {J}.

Òåîðåìà 1. l-ïåðâè÷íûé ðàäèêàë êîíå÷íîìåðíîé ëèíåéíîK-óïîðÿäî÷åííîé
àëãåáðû íàä ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì ñîâïàäàåò ñî âñåé àëãåáðîé.

Òåîðåìà 2. l-ïåðâè÷íûé ðàäèêàë ðåøåòî÷íî K-óïîðÿäî÷åííîé àññîöèà-

òèâíîé àëãåáðû (àëãåáðû Ëè) íàä ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì ñîäåð-

æèòñÿ â å¼ ïåðâè÷íîì ðàäèêàëå.

Ñëåäñòâèå. Âî âñÿêîé êîíå÷íîìåðíîé ëèíåéíî K-óïîðÿäî÷åííîé àññîöè-

àòèâíîé àëãåáðå (àëãåáðå Ëè) l-ïåðâè÷íûé ðàäèêàë ñîâïàäàåò ñ ïåðâè÷íûì

ðàäèêàëîì è ðàâåí âñåé àëãåáðå. Ïðè ýòîì â êîíå÷íîìåðíîé ëèíåéíî K-

óïîðÿäî÷åííîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðå l-ïåðâè÷íûé ðàäèêàë ñîâïàäàåò è ñ

ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ë. Ôóêñ. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû. Ì., Ìèð, 1965.
[2] Â.Ì. Êîïûòîâ. Ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûå ãðóïïû. Ì., Íàóêà, 1984.
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Íîðìàëüíîñòü çàìûêàíèé îðáèò ìàêñèìàëüíîãî òîðà
â íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ
ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï

Ê.Ã. Êóþìæèÿí
ÍÈÓ ÂØÝ, Ëàáîðàòîðèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

è å¼ ïðèëîæåíèé, Ìîñêâà, Ðîññèÿ
karina@mccme.ru

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä àë-
ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Çàôèêñèðóåì â íåé
ìàêñèìàëüíûé òîð T . Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíûé ðàöèîíàëüíûé G-ìîäóëü.
Áóäåì èñêàòü òàêèå V , äëÿ êîòîðûõ äëÿ ëþáîãî v ∈ V çàìûêàíèå îðáè-
òû Tv íîðìàëüíî. Äëÿ îäíîãî îòäåëüíî âçÿòîãî çàìûêàíèÿ îðáèòû Tv íà
äàííûé âîïðîñ åñòü ïðîñòîé êîìáèíàòîðíûé îòâåò � íàñûùåííîñòü ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ìíîæåñòâà âåñîâ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì èíãðåäèåíòîì äëÿ ðà-
áîòû ñ çàìûêàíèÿìè T -îðáèò. Äîêàçàòåëüñòâà ïðîõîäÿò íà ÿçûêå ñèñòåì âå-
ñîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ çàäàííûì ñòàðøèì âåñîì. Â ðàáîòàõ [1],
[2], [3] íàéäåíû âñå òàêèå ïàðû (G, V ), äëÿ êîòîðûõ çàìûêàíèÿ âñåõ T -îðáèò
íîðìàëüíû. Ðåçóëüòàò ïðèâåä¼í â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì êîðíåé.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ñëåäóþùèõ òèïîâ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ìîäóëåé, à òàêæå äëÿ ñîïðÿæ¼ííûõ ê íèì ìîäóëåé, çà-
ìûêàíèÿ âñåõ îðáèò ìàêñèìàëüíîãî òîðà íîðìàëüíû.

Ñèñòåìà êîðíåé Ñòàðøèé âåñ

An, n > 1 π1
An, n > 1 π1 + πn

A1 3π1
A1 4π1
A2 2π1
A3 π2
A4 π2
A5 π2
A5 π3

Bn, n > 2 π1
B2 π2
B2 2π2
B3 π3

Ñèñòåìà êîðíåé Ñòàðøèé âåñ

B4 π4
Cn, n > 3 π1

C3 π2
C4 π2

Dn, n > 4 π1
D4 π2
D4 π3
D4 π4
D5 π4
D6 π5
D6 π6
F4 π4
G2 π1
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Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîäóëü ñîäåðæèò îðáèòó ìàêñèìàëüíîãî òîðà ñ íåíîð-

ìàëüíûì çàìûêàíèåì.

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêèì. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ñèñòåì êîðíåé E6, E7, E8 äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàéä¼òñÿ T -
îðáèòà ñ íåíîðìàëüíûì çàìûêàíèåì. Ìû ïîêàæåì, êàê, ðàçîáðàâ äëÿ íåêî-
òîðîé ãðóïïû G êîíå÷íîå ÷èñëî ¾íåáîëüøèõ¿ ìîäóëåé è ïîëó÷èâ â íèõ îò-
ðèöàòåëüíûé îòâåò, òî åñòü ïîñòðîèâ T -îðáèòó ñ íåíîðìàëüíûì çàìûêàíèåì,
ïðîâåðèòü äëÿ âñåõ îñòàëüíûõG-ìîäóëåé, ÷òî â íèõ òàêæå íàéä¼òñÿ T -îðáèòà
ñ íåíîðìàëüíûì çàìûêàíèåì.

Íî ñëîæíîñòü çàäà÷è íå òîëüêî â òîì, ÷òî òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü áåñêî-
íå÷íî ìíîãî êîíòðïðèìåðîâ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàìûêàíèÿ âñåõ T -îðáèò
íîðìàëüíû, ïðîâåðêà ýòîãî ìîæåò áûòü î÷åíü íåòðèâèàëüíîé è, íåñìîòðÿ
íà ¾êîíå÷íîñòü¿ çàäà÷è, íåâåðîÿòíî òðóäî¼ìêîé. Îäíèìè èç ñàìûõ ñëîæíûõ
ñëó÷àåâ áûëè ñïèíîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåì D5 è D6. Äëÿ èõ ðàçáîðà áûë
ðàçðàáîòàí ìåòîä ïî÷òè óíèìîäóëÿðíûõ è 2-óíèìîäóëÿðíûõ ìíîæåñòâ, îáîá-
ùàþùèé ñóùåñòâîâàâøèé ðàíåå ìåòîä óíèìîäóëÿðíûõ ìíîæåñòâ [4], î êîòî-
ðîì òîæå õîòåëîñü áû ðàññêàçàòü.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] È.È. Áîãäàíîâ, Ê.Ã. Êóþìæèÿí. Ïðîñòûå ìîäóëè èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï
ñ íîðìàëüíûìè çàìûêàíèÿìè îðáèò ìàêñèìàëüíîãî òîðà. Ìàò. çàìåòêè, ïðè-
íÿòà ê ïå÷àòè, ñì. òàêæå arXiv: math.AG/1105.4577.
[2] K. Kuyumzhiyan. Simple SL(n)-modules with normal closures of maximal
torus orbits. J. Alg. Combin. 30 (2009), no. 4, pp. 515�538.
[3] Ê.Ã. Êóþìæèÿí. Ïðîñòûå ìîäóëè êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ãðóïï ñ íîð-
ìàëüíûìè çàìûêàíèÿìè îðáèò ìàêñèìàëüíîãî òîðà. Ïîäàíà â Ñèá. ìàòåì.
æóðíàë, ñì. òàêæå arXiv: math.AG/1009.4724.
[4] B. Sturmfels. Equations de�ning toric varieties. Proc. Sympos. Pure Math. 62,
Part 2, AMS, Providence, RI, 1997, pp. 437�449
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Î äåôîðìàöèÿõ àëãåáð Ëè íàä ïîëÿìè ìàëîé õàðàêòåðèñòèêè
À.À. Ëàäèëîâà

Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä, Ðîññèÿ

ladilova@algebraic.ru

Èññëåäîâàíèå äåôîðìàöèé àëãåáð Ëè íàä ïîëÿìè ìàëîé õàðàêòåðèñòèêè
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ðàìêàõ ïðîãðàììû êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ àëãåáð
Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè ïîëÿìè ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Â ðàáîòå Ñ.Ì. Ñêðÿáèíà [1] áûëè ïîñòðîåíû ñåðèè èñêëþ÷èòåëüíûõ àë-
ãåáð Ëè íàä ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè p = 3, íå èìåþùèõ àíàëîãîâ â äðó-
ãèõ õàðàêòåðèñòèêàõ. Äàííûé äîêëàä ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ôèëüòðîâàííûõ
äåôîðìàöèé ýòèõ àëãåáð. Â ðàáîòàõ [2], [3], [4] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ãðàäóè-
ðîâàííûå àëãåáðû ñåðèé R, Y è àëãåáðû Ôðàíê ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè îòíîñè-
òåëüíî ôèëüòðîâàííûõ äåôîðìàöèé. Íåñêîëüêî èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ àëãåá-
ðàìè ñåðèé X è Z. Ñåìåéñòâî ôèëüòðîâàííûõ äåôîðìàöèé ãðàäóèðîâàííûõ
àëãåáð ñåðèè X áûëî îïèñàíî â [1]. Ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ äåôîðìà-
öèé àëãåáð ñåðèè Z áûëî àíîíñèðîâàíî, íàïðèìåð, â [5]; òàì æå ïðèâåäåíà
ðåàëèçàöèÿ ýòèõ äåôîðìàöèé êàê ïîäàëãåáð â áåñêîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå ñå-
ðèè Z.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîïðîñ îá îïèñàíèè ôèëüòðîâàííûõ äåôîðìàöèé àë-
ãåáð Ëè ñåðèé X è Z ïîëíîñòüþ íå ðåøåí.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ñ.Ì. Ñêðÿáèí. Íîâûå ñåðèè ïðîñòûõ àëãåáð Ëè õàðàêòåðèñòèêè 3. Ìàòåì.
ñá. 183 (1992), �8, ñ. 3�22.
[2] À.À. Ëàäèëîâà. Ôèëüòðîâàííûå äåôîðìàöèè àëãåáð Ôðàíê. Èçâ. âóçîâ.
Ìàòåì. 53 (2009), �8, ñ. 53�56.
[3] Ì.È. Êóçíåöîâ, À.À. Ëàäèëîâà. Ôèëüòðîâàííûå äåôîðìàöèè àëãåáð Ëè
ñåðèè R. Ìàò. çàìåòêè 91 (2012), �3, ñ. 400�406.
[4] À.À. Ëàäèëîâà. Ôèëüòðîâàííûå äåôîðìàöèè àëãåáð Ëè ñåðèè Y . Ôóíä.
è ïðèêë. ìàòåì. 14 (2008), �6, ñ. 135�140.
[5] À.À. Ëàäèëîâà. Î äåôîðìàöèÿõ àëãåáð Ëè ñåðèè Z. Àëãåáðà è ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà: ìàòåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù¼ííîé
100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîô. Â.Â. Ìîðîçîâà. Êàçàíü, ÊÔÓ, 2011,
ñ. 123�124.
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Ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû
è êàòåãîðíûå äåéñòâèÿ àëãåáð Êàöà�Ìóäè

È.Â. Ëîñåâ
Northeastern University, Boston, USA

i.loseu@neu.edu

Êàòåãîðíûå äåéñòâèÿ àëãåáð Êàöà�Ìóäè � îòíîñèòåëüíî ìîëîäîé ïðåä-
ìåò, ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå áûëî äàíî Chuang, Rouquier â 2004 äëÿ àëãåá-
ðû sl2 è Rouquier â 2008 äëÿ îáùèõ àëãåáð Êàöà�Ìóäè. Ãðóáî ãîâîðÿ, òàêîå
êàòåãîðíîå äåéñòâèå åñòü íàáîð ôóíêòîðîâ è èõ ïðåîáðàçîâàíèé, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ íåêîòîðûì óñëîâèÿì. Êàòåãîðíûå äåéñòâèÿ îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíû
êàê â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, òàê è â òåîðèè óçëîâ.

Â ýòèõ ëåêöèÿõ ÿ ïëàíèðóþ ââåñòè îòíîñèòåëüíî íåñëîæíûé ïðèìåð êà-
òåãîðíûõ äåéñòâèé � äåéñòâèÿ íà êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû GLn íàä
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p. Ýòà êàòåãîðèÿ ñíàáæåíà êàòåãîðíûì äåéñòâèåì àô-
ôèííîé àëãåáðû ŝlp, ïðèõîäÿùèì èç âçÿòèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Ïëàí:
Ëåêöèÿ 1: Ïðåäñòàâëåíèÿ GLn â õàðàêòåðèñòèêå p.
Ëåêöèÿ 2: Òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñ òàâòîëîãè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì.
Ëåêöèÿ 3: Êàòåãîðíîå äåéñòâèå àëãåáðû ŝlp.

Î äèêèõ è ðó÷íûõ àëãåáðàõ Ëè
Å.À. Ìàêåäîíñêèé

Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò
èì. Òàðàñà Øåâ÷åíêî, Êèåâ, Óêðàèíà

makedonskyi@univ.kitv.ua

Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î êëàññè-
ôèêàöèè âñåõ íåðàçëîæèìûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé L. Â ðàáîòå [1]
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè ñ àáå-
ëåâûì ðàäèêàëîì ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé íåêîòîðîãî êîë÷à-
íà ñî ñ÷¼òíûì ÷èñëîì òî÷åê è íåêîòîðûì íàáîðîì îäíîðîäíûõ ñîîòíîøåíèé
âòîðîé ñòåïåíè. Íà îñíîâå ýòîãî ðåçóëüòàòà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à êëàññè-
ôèêàöèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ñ ðàäèêàëîì ðàçìåðíîñòè áîëåå 1
ñîäåðæèò â ñåáå êàê ïîäçàäà÷ó çàäà÷ó î êëàññèôèêàöèè ïàðû ìàòðèö (ÿâëÿ-
åòñÿ äèêîé). Ýòà çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñëîæíîé.
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Äëÿ àëãåáð Ëè ñ îäíîìåðíûì ðàäèêàëîì âñå íåðàçëîæèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ
íåòðóäíî îïèñûâàþòñÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ie. Makedonskyi. On wild Lie algebras, see arXiv: math.RT/1202.1401.

Ëèåâñêîå ìíîãîîáðàçèå äðîáíîé ýêñïîíåíòû
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Õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ïóñòü V �
ìíîãîîáðàçèå ëèíåéíûõ àëãåáð, à F (V) � åãî îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíàÿ àë-
ãåáðà ñ÷¼òíîãî ðàíãà, ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàìè x1, x2, . . .. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Pn(V) ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x1, . . . , xn â F (V),
à ÷åðåç cn(V) = dimPn(V) � åãî ðàçìåðíîñòü. Ðîñò ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè cn(V) íàçûâàþò ðîñòîì ìíîãîîáðàçèÿV. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
cn(V) ìàæîðèðóåòñÿ ýêñïîíåíòîé an äëÿ ïîäõîäÿùåãî a, òî ñóùåñòâóþò ïðå-
äåëû

EXP(V) = lim inf
n→∞

n
√
cn(V), EXP(V) = lim sup

n→∞

n
√
cn(V),

êîòîðûå íàçûâàþò íèæíåé è âåðõíåé ýêñïîíåíòîé ìíîãîîáðàçèÿ V.
Âñå íå îïðåäåëÿåìûå çäåñü ïîíÿòèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [1]. Íà òåõ

æå èäåÿõ, ÷òî è â ñòàòüå [2], ïîñòðîåí íîâûé ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð
Ëè ñ äðîáíîé ýêñïîíåíòîé. Ïóñòü A2 � ìíîãîîáðàçèå àëãåáð Ëè, îïðåäåëÿ-
åìîå òîæäåñòâîì (x1x2)(x3x4) ≡ 0, à M = F4(A

2) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ñâîáîäíîé àëãåáðîé ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþ-
ùèõ {z1, z2, z3, z4}. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå d ÷åòûð¼õìåðíî-
ãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ⟨z1, z2, z3, z4⟩, îïðåäåë¼ííîå ïðàâèëîì z1d = z2,
z2d = z3, z3d = z4, z4d = z1. Â ýòîì ñëó÷àå d ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû M .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D = ⟨d⟩ îäíîìåðíóþ àëãåáðó Ëè ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì,
à ÷åðåç M hD ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáð M è D.

Òåîðåìà. Â ñëó÷àå ïîëÿ íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ àë-

ãåáð Ëè V = var(M hD) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

LEXP (V) = HEXP (V) ≈ 3, 83.
1Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 10�01�00209�à.
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Î ñâîéñòâàõ âíóòðåííèõ èäåàëîâ àëãåáð Ëè
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Âïåðâûå ïîíÿòèå âíóòðåííåãî èäåàëà áûëî ââåäåíî Äæîðäæèåé
Áåíêàðò [1].

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî B àëãåáðû Ëè L íàä ïîëåì
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì èäåàëîì, åñëè [B, [B,L]] ⊆ B.

Â ÷àñòíîñòè Ä. Áåíêàðò äîêàçàëà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà A. Ïóñòü T � âíóòðåííèé èäåàë è ïîäàëãåáðà àëãåáðû L. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ìíîæåñòâî T n ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì èäåàëîì.

Àâòîðû ðàáîòû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü àëãåáðà Ëè b ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì èäåàëîì àëãåáðû

Ëè L. Òîãäà n-é ÷ëåí ïðîèçâîäíîãî ðÿäà b(n) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì èäåàëîì.

Àâòîðàì íåèçâåñòíî, ñïðàâåäëèâû ëè ëåììû A è 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
âíóòðåííåãî èäåàëà àëãåáðû Ëè. Íàéäåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå ÷òî âçà-
èìíûé êîììóòàíò âíóòðåííèõ èäåàëîâ ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ âíóòðåííèì èäåà-
ëîì; âíóòðåííèé èäåàë ìîæåò íå áûòü ïîäàëãåáðîé Ëè.

Â ðàáîòå Ä. Áåíêàðò ïðèâåä¼í ïðèìåð âíóòðåííèõ îäíîìåðíûõ èäåàëîâ
àëãåáðû Ëè sl2(F ) ìàòðèö ïîðÿäêà 2 × 2 íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íå ðàâ-
íîé 2, ïîðîæä¼ííûõ ìàòðè÷íûìè åäèíèöàìè e12 è e21. Ýòîò ïðèìåð èíèöèè-
ðîâàë èçó÷åíèå âñåõ ñîáñòâåííûõ âíóòðåííèõ èäåàëîâ àëãåáðû sl2(F ). Áûëî
äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè sl2(F ) íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-

òûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè íå ðàâíîé 2. Òîãäà âñå å¼ ñîáñòâåííûå èäåàëû
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îäíîìåðíû, ïîðîæäåíû ìàòðèöàìè âèäà

(
x y

z −x

)
, ãäå x2+yz = 0, x, y, z íå

ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî.

Ëåãêî óêàçàòü ïðèìåð ïðîñòîé àëãåáðû Ëè, íå ñîäåðæàùåé ñîáñòâåííûõ
âíóòðåííèõ èäåàëîâ. Òàêîé, íàïðèìåð, áóäåò àëãåáðà Ëè âåêòîðîâ òð¼õìåð-
íîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè âåêòîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ.

Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü ñëåäóþùèå âîïðîñû: âåðíî ëè, ÷òî â ëþáîé ïðî-
ñòîé àëãåáðå Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ñóùåñòâóåò ñîáñòâåí-
íûé âíóòðåííèé èäåàë? ßâëÿåòñÿ ëè òàêîé âíóòðåííèé èäåàë íèëüïîòåíò-
íûì?

Ô. Ëîïåñ, Å. Ãàðñèÿ, Ã. Ëîçàíî èññëåäîâàëè ïîíÿòèå âíóòðåííåãî èäåàëà
ïðèìåíèòåëüíî ê àðòèíîâîñòè ñ ïîìîùüþ éîðäàíîâûõ ïàð [2]. Ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé àðòèíîâîñòè äëÿ àëãåáð Ëè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè.
à) Åñëè óáûâàþùàÿ öåïî÷êà èäåàëîâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî àëãåáðà íàçûâàåòñÿ
i-àðòèíîâîé;
á) åñëè óáûâàþùàÿ öåïî÷êà àëãåáð ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî àëãåáðà íàçûâàåòñÿ
a-àðòèíîâîé;
â) åñëè óáûâàþùàÿ öåïî÷êà âíóòðåííèõ èäåàëîâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî àëãåáðà
íàçûâàåòñÿ inn-àðòèíîâîé;

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èç inn-àðòèíîâîñòè ñëåäóåò i-àðòèíîâîñòü, à èç
a-àðòèíîâîñòè ñëåäóåò i-àðòèíîâîñòü.

Íàéäåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå ÷òî óñëîâèå i-àðòèíîâîñòè ñèëüíåå, ÷åì
óñëîâèÿ a-àðòèíîâîñòè è inn-àðòèíîâîñòè.

Â 2001 ãîäó À.Â. Ìèõàë¼â íà ñåìèíàðå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëü-
òåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ¾Êîëüöà è ìîäóëè¿ ïîñòàâèë ïðîáëåìó: ñó-
ùåñòâóåò ëè àðòèíîâà àëãåáðà Ëè, ïåðâè÷íûé ðàäèêàë êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ
ðàçðåøèìûì?

Ñ.À. Ïèõòèëüêîâ äîêàçàë, ÷òî ïåðâè÷íûé ðàäèêàë ñïåöèàëüíîé àëãåáðû
Ëè ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì [3]. Ïîêà íåïîíÿòíî êàê ðåøàòü ïðîáëåìó À.Â. Ìè-
õàë¼âà â îáùåì ñëó÷àå. Èíòåðåñíî áûëî áû ðàññìîòðåòü å¼ äëÿ a-àðòèíîâûõ
è inn-àðòèíîâûõ àëãåáð Ëè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] G. Benkart. On inner ideals and ad-nilpotent elements of Lie algebras. Trans.
Amer. Math. Soc. 232 (1977), pp. 61�81.

33



[2] A.F. Lopez, E. Garcia, M.G. Lozano. An artinian theory for Lie algebras.
J. Algebra 319 (2008), pp. 938�951.
[3] Ñ.À. Ïèõòèëüêîâ. Àðòèíîâûå ñïåöèàëüíûå àëãåáðû Ëè. Àëãîðèòìè÷åñêèå
ïðîáëåìû òåîðèè ãðóïï è ïîëóãðóïï. Ñá. íàó÷. òðóäîâ. Òóëà, èçä-âî ÒÃÏÓ
èì. Ë.Í. Òîëñòîãî, 2001, ñ. 189�194.
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Ìåòîä îðáèò � ýòî ìåòîä êëàññèôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïï Ëè â òåðìèíàõ îðáèò êîïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòîò ìåòîä
âïåðâûå ïîÿâèëñÿ â 1962 ãîäó â ðàáîòå À.À. Êèðèëëîâà [1]. Áûëî äîêàçà-
íî, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåïðèâîäèìûìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè ïðîèçâîëüíîé ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû
Ëè è å¼ êîïðèñîåäèí¼ííûìè îðáèòàìè. Ìåòîä îðáèò äà¼ò êîíñòðóêöèþ, ïîç-
âîëÿþùóþ ïî êîïðèñîåäèí¼ííîé îðáèòå ïîñòðîèòü íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îðáèòàìè è ïðåäñòàâëåíèÿìè ñîçäà¼ò íîâûé
ÿçûê â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü çàäà÷è òåîðèè ïðåäñòàâ-
ëåíèé â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ îðáèò [2].

Íà÷èíàÿ ñ 1962 ãîäà, ìåòîäó îðáèò ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäî-
âàíèÿ. Îäíî èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé: ñóùåñòâîâàíèå, ïóñòü è â êàêîì-òî
îáîáù¼ííîì ñìûñëå, ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó îðáèòàìè è ïðåäñòàâëåíèÿìè äëÿ
äðóãèõ êëàññîâ ãðóïï Ëè [3], [4]. Ýòè èññëåäîâàíèÿ äàëåêî íå çàâåðøåíû
è èíòåðåñíû äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, òåîðèè ñïå-
öèàëüíûõ ôóíêöèé, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

Â ïëàíèðóåìîì êóðñå ëåêöèé áóäåò ïîäðîáíî ðàññêàçàí ìåòîä îðáèò äëÿ
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï Ëè è ñäåëàí îáçîð ïî ìåòîäó îðáèò äëÿ ðàçðåøèìûõ,
êîìïàêòíûõ è âåùåñòâåííûõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï Ëè.
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Ãèáêîñòü àôôèííûõ êîíóñîâ
íàä ïîâåðõíîñòÿìè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4 è 5
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Àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå X, îïðåäåë¼ííîå íàä àëãåáðàè-
÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè íóëü, íàçûâàåòñÿ ãèáêèì, åñëè
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê X â ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé òî÷êå ïîðîæäàåòñÿ
êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê îðáèòàì äåéñòâèÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ óíèïî-
òåíòíûõ ãðóïï [3]. Â ýòîé ðàáîòå ìû óñòàíîâèì ãèáêîñòü àôôèííûõ êîíóñîâ
íàä ïîâåðõíîñòÿìè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4 è 5.

Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîìó äåéñòâèþ îäíîìåðíîé óíèïîòåíòíîé ãðóïïû
Ga = Ga(K) íà X ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíîå äèôôåðåíöèðîâà-
íèå δ ∈ LND(K[X]) àëãåáðû ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà X. Âñå òàêèå äåéñòâèÿ
ïîðîæäàþò ïîäãðóïïó ñïåöèàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ SAutX ⊂ AutX.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå X áåñêîíå÷íî òðàíçèòèâ-

íî, åñëè äëÿ ëþáîãî m ∈ N îíà äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå óïîðÿ-
äî÷åííûõ íàáîðîâ èç m ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà X.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáúÿñíÿåò çíà÷åíèå óñëîâèÿ ãèáêîñòè.

Òåîðåìà 1. [3, Theorem 0.1] Ïóñòü X � àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãî-

îáðàçèå ðàçìåðíîñòè > 2. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ ãèáêèì;

2. ãðóïïà SAutX äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ òî-

÷åê Xreg;

3. ãðóïïà SAutX äåéñòâóåò áåñêîíå÷íî òðàíçèòèâíî íà Xreg.
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Â [4] îïèñàíû òðè êëàññà ãèáêèõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé, à èìåííî, àô-
ôèííûå êîíóñû íàä ìíîãîîáðàçèÿìè ôëàãîâ, íåâûðîæäåííûå òîðè÷åñêèå ìíî-
ãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè > 2 è íàäñòðîéêè íàä ãèáêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Çà-
ìåòèì, ÷òî àôôèííûå êîíóñû íàä ïîâåðõíîñòÿìè äåëü Ïåööî ñòåïåíè > 6
ÿâëÿþòñÿ òîðè÷åñêèìè, à çíà÷èò, ãèáêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6 3 ïîêà íåèçâåñòíî íàëè÷èå õîòÿ
áû îäíîãî Ga-äåéñòâèÿ íà àôôèííîì êîíóñå, ñì. [6], [7, Proposition 4.21]. Ýòî
ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó äëÿ ñëó÷àåâ ñòåïåíè 4 è 5.

Òåîðåìà 2.

• Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíûé î÷åíü îáèëüíûé äèâèçîð íà ïîâåðõíîñòè äåëü

Ïåööî Y ñòåïåíè 5. Òîãäà àôôèííûé êîíóñ AffConeH Y , îòâå÷àþùèé H,
ÿâëÿåòñÿ ãèáêèì.

• Ïóñòü Y � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4, à H � î÷åíü îáèëü-

íûé äèâèçîð, ïðèíàäëåæàùèé îïðåäåë¼ííîìó ïîäêîíóñó îáèëüíîãî êî-

íóñà, ñì. [9, Theorem 4.1]. Òîãäà àôôèííûé êîíóñ AffConeH Y ÿâëÿåò-

ñÿ ãèáêèì. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ àíòèêàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà

H = −KY .

Â äîêàçàòåëüñòâå ìû èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ èç [7], êîòîðàÿ ïî êàæäî-
ìó îòêðûòîìó öèëèíäðè÷åñêîìó ïîäìíîæåñòâó íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âè-
äà â ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè Y ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðåãóëÿðíîå äåéñòâèå
ãðóïïû Ga íà àôôèííîì êîíóñå íàä Y . Â òåðìèíàõ òðàíñâåðñàëüíîãî ïî-
êðûòèÿ òàêèìè ïîäìíîæåñòâàì ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãèáêîñòè àô-
ôèííîãî êîíóñà íàä ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì, ïðèìåíÿåìîå âïîñëåäñòâèè
ê ïîâåðõíîñòÿì äåëü Ïåööî.
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Î ðîñòå ïîäàëãåáð â îãðàíè÷åííûõ àëãåáðàõ Ëè
Â.Ì. Ïåòðîãðàäñêèé, È.À. Ñóááîòèí

Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Óëüÿíîâñê, Ðîññèÿ

petrogradsky@hotbox.ru, shelby888@yandex.ru

Ïóñòü L � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ p-àëãåáðà Ëè íàä êîíå÷íûì ïîëåì
K = Fq. Îáîçíà÷èì ÷åðåç an(L) ÷èñëî îãðàíè÷åííûõ ïîäàëãåáð òàêèõ, ÷òî
dimFq

(L/H) = n, n > 0. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðîñòà
ïîäàëãåáð an(L).

Ââåäåì òàêæå äçåòà-ôóíêöèþ äëÿ îãðàíè÷åííîé àëãåáðû Ëè ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ζL(s) =
∑
H⊆L

|L/H|−s =
∞∑
n=0

an(L)q
−ns.

Ýòî ïîíÿòèå ââåäåíî ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé ãðóïï [1].

Òåîðåìà 1.Ïóñòü L � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà p-àëãåáðà Ëè íàä

ïîëåì Fq. Ðàññìîòðèì åå ðàçëîæåíèå íà ñâîáîäíóþ àáåëåâó p-àëãåáðó è åå

àëãåáðàè÷åñêóþ ÷àñòü L = Ad ⊕ A(L). Òîãäà äçåòà-ôóíêöèÿ ζL(s) ðàöèî-
íàëüíà ïðè t = q−s è ðàâíà

ζL(s) =
ζA(L)(s− d)

(1− q1−s)(1− q2−s) . . . (1− qd−s)
.

37



Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ íèëüïîòåíòíîé àëãåáðû Ëè ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðà Ãåéçåíáåðãà ðàçìåðíîñòè 3:

⟨x, y, z| [x, y] = z, [x, z] = [y, z] = 0⟩K .

Ëåììà 1. Ïóñòü L = ⟨x, y, z, xpi, ypi, zpi, i > 1, [x, y] = z⟩Fq
, âñå îñòàëüíûå

ïðîèçâåäåíèÿ íóëåâûå. Òîãäà

ζL(s) =
1− q3−s(1− q−s)(1− q1−s)

(1− q1−s)(1− q2−s)(1− q3−s)
.

Åùå îäèí ïðèìåð p-îáîëî÷êè àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà:

Ëåììà 2. Ïóñòü L = ⟨x, y, z, zpi, i > 1, [x, y] = z, xp = yp = 0⟩Fq
, âñå

îñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû íóëþ è p > 2. Òîãäà

(1) ζL(s) =
1 + q−s + q2−2s

1− q1−s
;

(2) an(L) = qn(2 + 1/q) äëÿ n > 2.
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Èçîòðîïíîñòü îáúåäèíåíèÿ âñåõ
K-íèëüïîòåíòíûõ èçîòðîïíûõ K-îðáèò

À.Â. Ïåòóõîâ
Èíñòèòóò ïðîáëåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè
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Ïóñòü G � ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, K � å¼ ñèììåòðè÷åñêàÿ
ïîäãðóïïà (òî åñòü ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåêîòîðîé èíâîëþöèè).
Ïóñòü k è g � àëãåáðû Ëè ãðóïï K è G ñîîòâåòñòâåííî, O � íèëüïîòåíòíàÿ
êîïðèñîåäèí¼ííàÿ G-îðáèòà â g∗, à k⊥ � àííóëÿòîð k â g∗. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïàðû (g, k) ïåðåñå÷åíèå k⊥ è O ñîäåðæèò êîíå÷íîå
÷èñëî K-îðáèò (çàìûêàíèå êàæäîé èç íèõ ñîäåðæèò 0), ÿâëÿåòñÿ èçîòðîï-
íûì (òàê êàê âñÿêàÿ K-îðáèòà â k⊥ èçîòðîïíà) è ïî÷òè âñåãäà ëàãðàíæåâûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì â O.

Àâòîðîì áûë íàéäåí àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåäóê-
òèâíîé ïîäãðóïïû K â G: îáúåäèíåíèå âñåõ èçîòðîïíûõ K-îðáèò â O, çà-
ìûêàíèå êîòîðûõ âêëþ÷àåò 0, ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì O.
Ýòîìó ðåçóëüòàòó è åãî ñâÿçè ñ òåîðèåé (g, k)-ìîäóëåé è ïîñâÿù¼í äîêëàä.

Ñòåê ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
Í.À. Ïå÷åíêèí

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ,
Ìîñêâà, Ðîññèÿ

kolia.pechnik@gmail.com

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Îëüãîé ×óâàøîâîé.
Ïóñòü X � àôôèííîå T -ìíîãîîáðàçèå. Àëãåáðà ôóíêöèé ìíîãîîáðàçèÿ X

ãðàäóèðîâàíà ðåø¼òêîé õàðàêòåðîâ X(T ) òîðà T :

k[X] =
⊕

χ∈X(T )

k[X]χ.

Îáîçíà÷èì ΣX := {χ ∈ X(T ) : k[X]χ ̸= 0} âåñîâîé ìîíîèä, è Σ̂X := X(T ) ∩
cone(ΣX) � åãî íàñûùåíèå â ðåø¼òêå õàðàêòåðîâ òîðà.

Àôôèííûì ñòàáèëüíûì òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ïîä äåéñòâèåì òîðà T
ìû áóäåì íàçûâàòü òàêîå àôôèííîå T -ìíîãîîáðàçèå X, ÷òî k[X] ÿâëÿåòñÿ
T -ìîäóëåì áåç êðàòíîñòåé è ΣX = Σ̂X . Ýòî îïðåäåëåíèå ñîãëàñîâàíî ñ îá-
ùèì îïðåäåëåíèåì ñòàáèëüíîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, äàííûì â ðàáîòå
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[1, Section 1.1.A]. Åñëè ìíîãîîáðàçèå X íåïðèâîäèìî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ (íîð-
ìàëüíûì) òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì â îáû÷íîì ñìûñëå.

Çàôèêñèðóåì íåïðèâîäèìîå àôôèííîå T -ìíîãîîáðàçèå X. Áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ñåìåéñòâà àôôèííûõ ñòàáèëüíûõ òîðè÷åñêèõ T -ìíîãîîáðàçèé íàä X.
Ïî îïðåäåëåíèþ, òàêîå ñåìåéñòâî ñîñòîèò èç ïàðû ìîðôèçìîâ ñõåì pS : X →
S è pX : X → X, óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

• pS � (ïëîñêîå) ñåìåéñòâî àôôèííûõ T -ñõåì ñ ôóíêöèåé Ãèëüáåðòà
hΣ̂X

(ñì. îïðåäåëåíèå â ðàáîòå [3, De�nition 6]);

• ñëîè ìîðôèçìà pS íàä çàìêíóòûìè òî÷êàìè ñõåìû S ïðèâåäåíû;

• ìîðôèçì pS × pX : X → S × X êîíå÷íûé.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñëîè ìîðôèçìà pS íàä çàìêíóòûìè òî÷êàìè ñõå-
ìû S ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè ñòàáèëüíûìè òîðè÷åñêèìè T -ìíîãîîáðàçèÿìè.

Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ MX,T , îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñåìåéñòâà àô-
ôèííûõ ñòàáèëüíûõ òîðè÷åñêèõ T -ìíîãîîáðàçèé íàä X, à ìîðôèçìû îïðåäå-
ëåíû åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Êàòåãîðèÿ MX,T ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé, ðàññëîåí-
íîé íà ãðóïïîèäû íàä êàòåãîðèåé ñõåì. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî MX,T ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîðñòåêîì (îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ñòåêîâ ìîæíî íàéòè, íàïðè-
ìåð, â [4] è [5]).

Â ðàáîòå [2, Section 2] äëÿ äåéñòâèÿ T : X îïðåäåëÿåòñÿ GIT-âååð Q ñ íî-
ñèòåëåì cone(ΣX). Âûáåðåì òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Ξ ⊂ Σ̂X, ÷òî äëÿ
êàæäîãî σ ∈ Q ìîíîèä Σ̂X∩σ ïîðîæä¼í ýëåìåíòàìè Ξ∩σ. Âëîæåíèå Ξ ⊂ Σ̂X
èíäóöèðóåò ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ðåø¼òîê ZΞ → X(T ), êîòîðîå, â ñâîþ
î÷åðåäü, ñîîòâåòñòâóåò âëîæåíèþ òîðîâ T ⊂ (k×)Ξ. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî âëîæå-
íèÿ ïîëó÷àåì åñòåñòâåííîå äåéñòâèå òîðà T íà ìíîãîîáðàçèè X × AΞ. Îáî-
çíà÷èì HX×AΞ,T òîðè÷åñêóþ ñõåìó Ãèëüáåðòà (îïðåäåëåíèå ñì., íàïðèìåð,
â ðàáîòå [3, Section 3.2.2]) äëÿ ýòîãî äåéñòâèÿ. Äèàãîíàëüíîå äåéñòâèå òîðà
(k×)Ξ íà AΞ èíäóöèðóåò åãî äåéñòâèå íà HX×AΞ,T .

Òåîðåìà. Èìååòñÿ èçîìîðôèçì êàòåãîðèé, ðàññëîåííûõ íà ãðóïïîèäû,
ìåæäó MX,T è ôàêòîðñòåêîì îòêðûòîé ïîäñõåìû â HX×AΞ,T ïî äåéñòâèþ

(k×)Ξ.
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Ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ â ðåøåíèè ïðîáëåìû öåíòðà è ôîêóñà
äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

Ì.Í. Ïîïà, Â.Â. Ïðèêîï
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ îäíîé èç äàâíèõ ïðîáëåì êà÷åñòâåííîé òåîðèè
àâòîíîìíûõ äâóìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, èìåíóåìîé ¾ïðîáëåìîé
öåíòðà è ôîêóñà¿ [1], [2]. Å¼ ïîñòàíîâêà äîâîëüíî ïðîñòà è ôîðìàëüíî åé
ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ: Åñëè äàíà áåñ-
êîíå÷íàÿ íåíóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ

L0, L1, L2, . . . , Lk, . . . , (1)

ïîñòðîåííàÿ ïî êàêîìó-òî ïðèçíàêó îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, òî

êàêîå êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëèíîìîâ

L0, L1, L2, . . . , Lω (2)

íåîáõîäèìî ïðèâëå÷ü, ÷òîáû èõ ðàâåíñòâî íóëþ àííóëèðîâàëî áû âñå îñòàëü-

íûå ìíîãî÷ëåíû (1)?
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âåñü ñìûñë ýòîé çàäà÷è êðîåòñÿ â íàõîæäåíèè

÷èñëà ω èç (2).
Îòìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à ïðèîáðåòàåò îñîáûé ñìûñë â òåîðèè àâòîíîìíûõ

ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì.
Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

ẋ = y + P (x, y), ẏ = −x+Q(x, y), (3)

ãäå P è Q ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò x è y ñòåïåíè > 1, à ýëåìåíòàìè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (1) ÿâëÿþòñÿ ôîêóñíûå âåëè÷èíû äàííîé ñèñòåìû, çàâèñÿùèå îò
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êîýôôèöèåíòîâ P è Q, ïîëèíîìû (2) äàþò ðåøåíèå ïðîáëåìû öåíòðà è ôîêó-
ñà ýòîé ñèñòåìû, òî åñòü èõ ðàâåíñòâî íóëþ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñèñòåìà (3)
èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò îñîáóþ òî÷êó òèïà öåíòð (îêðóæåíà çàìêíóòûìè
òðàåêòîðèÿìè), à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ôîêóñ (îêðóæåíà ñïèðàëÿìè).

Ïóòü, ïî êîòîðîìó â îñíîâíîì øëè èññëåäîâàòåëè äî ñèõ ïîð â ïîèñêå
÷èñëà ω èç (2), çà÷àñòóþ âûáèðàëñÿ íà îùóïü, òî åñòü îïðåäåëåííûìè âû÷èñ-
ëåíèÿìè ñòðîèëèñü, ïî âîçìîæíîñòè, ïåðâûå âûðàæåíèÿ ôîêóñíûõ âåëè÷èí
èç (1) áåç çíàíèÿ ÷èñëà ω. Èíîãäà òàêæå ïðåäïîëàãàëîñü íàëè÷èå êàêèõ-òî
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ó ñèñòåìû (3), íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëü-
íûõ ïðÿìûõ, êîíèê, äðóãèõ êðèâûõ è ò.ä. À çàòåì ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê ñ èõ
ïîìîùüþ ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè ïîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ èìåþùèõ-
ñÿ â íàëè÷èè ôîêóñíûõ âåëè÷èí âëå÷åò çà ñîáîé ðàâåíñòâî íóëþ îñòàëüíûõ
÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1), î âûðàæåíèÿõ êîòîðûõ ÷àùå âñåãî èìåëîñü
ëèøü ñìóòíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Òàêîé ïîäõîä íåðåäêî äàâàë íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Îäíà èç
ïðè÷èí êðîåòñÿ â íåïðåîäîëèìûõ îãðîìíûõ âû÷èñëåíèÿõ ôîêóñíûõ âåëè÷èí
(äàæå ñåãîäíÿ ïðè íàëè÷èè ñâåðõìîùíûõ êîìïüþòåðîâ), êîòîðûå óäàâàëîñü
ïîëó÷èòü ëèøü äëÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì (3).

Ïîýòîìó çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÷èñëà ω èç (2), èëè ïîëó÷åíèÿ äëÿ íåãî õîòÿ
áû êàêîé-íèáóäü àðãóìåíòèðîâàííîé âåðõíåé ÷èñëîâîé ãðàíèöû, êîòîðàÿ äî
ñèõ ïîð îòñóòñòâóåò, ÿâëÿåòñÿ îñîáî âàæíûì óñëîâèåì â ïîëíîì ðåøåíèè
ïðîáëåìû öåíòðà è ôîêóñà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â êà÷åñòâå òàêîé ãðàíèöû ìîæíî âçÿòü
ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû óíèìîäóëÿðíûõ êîìèòàíòîâ
íåêîòîðîé îáîáùåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé (3).

Íî ñàìûì âàæíûì â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ
Ãèëüáåðòà è àëãåáð Ëè îïåðàòîðîâ [3]�[5] ïîëó÷åíà îáùàÿ ôîðìóëà óêàçàí-
íîé ðàçìåðíîñòè â ÿâíîì âèäå äëÿ ëþáîé îáîáùåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé
ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé (3).
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ÁÃÓ, 2008.
[3] Ì.Í. Ïîïà. Ïðèëîæåíèÿ àëãåáð ê äèôôåðåíöèàëüíûì ñèñòåìàì. Êèøè-
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Ïðåïðèíò, Êèøèíåâ, ÀÍ Ìîëäîâû, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè,
�0007, 2011.

Î ìíîãîîáðàçèè àëãåáð Ïóàññîíà
ñ òîæäåñòâîì {x1, x2} · {x3, x4} = 0

Ñ.Ì. Ðàöååâ
Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

Óëüÿíîâñê, Ðîññèÿ
RatseevSM@rambler.ru

Àëãåáðà A = A(+, ·, {, }, K) ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ
· è {, } íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ïóàññîíà, åñëè A(+, ·, K) � àñ-
ñîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé, A(+, {, }, K) � àëãåáðà Ëè
ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ {,}, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Ïóàññîíà, è âûïîë-
íÿåòñÿ ïðàâèëî Ëåéáíèöà: {a · b, c} = a · {b, c}+ {a, c} · b, a, b, c ∈ A.

Ïóñòü L(X) � ñâîáîäíàÿ àëãåáðà Ëè ñ óìíîæåíèåì [,], ãäåX = {x1, x2, . . .}
� ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ. Ïóñòü òàêæå F (X)� ñâîáîäíàÿ
àëãåáðà Ïóàññîíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn ïîäïðîñòðàíñòâî â F (X), ñîñòîÿùåå èç
âñåõ ïîëèëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ ñòåïåíè n îò ïåðåìåííûõ x1, ..., xn, à ÷åðåç P

L
n

� ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëèëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ ñòåïåíè n â ñâîáîäíîé àëãåáðå
Ëè L(X). Ïóñòü V � íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå àëãåáð Ïóàññîíà, Id(V )� èäåàë
òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ V . Îáîçíà÷èì Pn(V ) = Pn/(Pn ∩ Id(V )), cn(V ) =
dimPn(V ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L>2(X) ïîäàëãåáðó â ñâîáîäíîé àëãåáðå Ëè L(X), êàæ-
äûé ýëåìåíò êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìîíîìîâ ñòåïåíè > 2.

Åñëè ìíîãîîáðàçèå V èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò, òî ââåäåì â ðàññìîò-
ðåíèå íèæíþþ è âåðõíþþ ýêñïîíåíòû:

EXP (V ) = lim inf
n→∞

n
√
cn(V ), EXP (V ) = lim sup

n→∞

n
√
cn(V ).

Åñëè EXP (V ) = EXP (V ), òî áóäåì îáîçíà÷àòü èõ ÷åðåç EXP (V ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Id({x1, x2}·{x3, x4}) èäåàë òîæäåñòâ â ñâîáîäíîé àëãåáðå

Ïóàññîíà F (X), ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòîì {x1, x2} · {x3, x4}.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü VL � íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå àëãåáð Ëè íàä ïðîèç-

âîëüíûì ïîëåì K, îïðåäåë¼ííîå ñèñòåìîé òîæäåñòâ {fi = 0 | fi ∈ L>2(X),
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i ∈ I}. Ïóñòü òàêæå èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ {gj ∈ Id({x1, x2} ·
{x3, x4}) | j ∈ J}, ïðè÷¼ì |J | > 0. Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå àëãåáð Ïóàñ-

ñîíà, îïðåäåë¼ííîå òîæäåñòâàìè fi = 0, gj = 0, i ∈ I, j ∈ J . Òîãäà áóäóò
âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) Id(VL) = Id(V ) ∩ L>2(X);
(ii) PL

n (V ) = PL
n (VL);

(iii) cn(V ) > 1 +
∑n

k=2C
k
n · PL

k (VL), ãäå C
k
n � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k;

(iv) åñëè |I| = 0, òî cn(V ) > 1 +
∑n

k=2C
k
n · (k − 1)! > [(n − 1)! · e], ãäå

e = 2, 71 . . ., [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü VL � íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå àëãåáð Ëè íàä ïðîèç-

âîëüíûì ïîëåì K, îïðåäåë¼ííîå ñèñòåìîé òîæäåñòâ {fi = 0 | fi ∈ L>2(X),
i ∈ I}. Ïóñòü òàêæå V � ìíîãîîáðàçèå àëãåáð Ïóàññîíà, îïðåäåë¼ííîå
òîæäåñòâàìè fi = 0, i ∈ I, è {x1, x2} · {x3, x4} = 0. Òîãäà áóäóò âåðíû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

i) Äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

cn(V ) = 1 +
n∑

k=2

Ck
n · dimPL

k (VL).

ii) Åñëè ñóùåñòâóåò EXP (VL), òî EXP (V ) = EXP (VL) + 1, â ÷àñò-
íîñòè, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà d > 0, α è β, ÷òî
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî nαdn 6
dimPL

n (VL) 6 nβdn, òî íàéäóòñÿ òàêèå γ è δ, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷-

íî áîëüøèõ n áóäåò âûïîëíåíî òàêîå äâîéíîå íåðàâåíñòâî: nγ(d + 1)n 6
cn(V ) 6 nδ(d+ 1)n.

iii) Åñëè ïîëå K áåñêîíå÷íî è íåêîòîðàÿ àëãåáðà Ëè AL ïîðîæäàåò ìíî-

ãîîáðàçèå VL, òî àëãåáðà Ïóàññîíà A = AL ⊕K ñ îïåðàöèÿìè

(x+ α) · (y + β) = (βx+ αy) + αβ,

{x+ α, y + β} = [x, y],

x, y ∈ AL, α, β ∈ K, áóäåò ïîðîæäàòü ìíîãîîáðàçèå V .
iv) Åñëè ïîëå K áåñêîíå÷íî, |I| < +∞ è ìíîãîîáðàçèå VL ÿâëÿåòñÿ øïåõ-

òîâûì, òî ìíîãîîáðàçèå V òàêæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ øïåõòîâûì.

v) Ïóñòü ïîëå K áåñêîíå÷íî è W � íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîãîîá-

ðàçèå â V . Òîãäà èäåàë òîæäåñòâ Id(W ) ∩ L>2(X) îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå

ñîáñòâåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå â VL.
vi) Ìíîãîîáðàçèå VL íèëüïîòåíòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðîñò

ìíîãîîáðàçèÿ V îãðàíè÷åí ïîëèíîìîì.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Â ñëó÷àå îñíîâíîãî ïîëÿ íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ìíî-

ãîîáðàçèå àëãåáð Ïóàññîíà, îïðåäåë¼ííîå òîæäåñòâàìè

{x1, x2} · {x3, x4} = 0, {{x1, x2, x3}, {x4, x5, x6}} = 0,

èìååò ïî÷òè ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò.

Ïðåäëîæåíèå 2. Â ñëó÷àå îñíîâíîãî ïîëÿ íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ìíî-

ãîîáðàçèå àëãåáð Ïóàññîíà, îïðåäåë¼ííîå òîæäåñòâàìè (äëÿ íåêîòîðîãî s)

{x1, x2} · {x3, x4} = 0, {{x1, x2}, . . . , {x2s−1, x2s}} = 0,

ãäå âî âòîðîì òîæäåñòâå ñêîáêè ðàññòàâëåíû ëåâîíîðìèðîâàííûì îáðàçîì,
ÿâëÿåòñÿ øïåõòîâûì.

Î ñóììå îäíîðîäíûõ
ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé

Å.Ë. Ðîìàñêåâè÷
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

lena.apq@gmail.com

Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0. Äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå ∂ àôôèííîé àëãåáðû A = k[X] íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî íèëüïîòåíò-
íûì (LND), åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî ∂n(a) = 0.
Ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âûäåëÿþòñÿ ñðåäè âñåõ äèô-
ôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû A êàê äèôôåðåíöèàëû ðåãóëÿðíûõ äåéñòâèé àääè-
òèâíîé ãðóïïû Ga(k) îñíîâíîãî ïîëÿ k íà àôôèííîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãî-
îáðàçèè X.

Ìû ðàññìàòðèâàåì àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå X ñ ýôôåêòèâíûì äåéñòâèåì
òîðà T = (k∗)n. Äåéñòâèå òîðà T íà X çàäà¼ò ýôôåêòèâíóþ ãðàäóèðîâêó
àëãåáðû A ðåø¼òêîé M ≃ Zn õàðàêòåðîâ òîðà:

A =
⊕
m∈ωM

Amχ
m, Am ⊆ k(X)T,

ãäå ω = ⟨m ∈ M | Am ̸= 0⟩ � âûïóêëûé ïîëèýäðàëüíûé êîíóñ ïîëíîé ðàç-
ìåðíîñòè, íàçûâàåìûé âåñîâûì êîíóñîì, à ωM = ω∩M . Äèôôåðåíöèðîâàíèå
îäíîðîäíî îòíîñèòåëüíî äàííîé ãðàäóèðîâêè, åñëè îíî ñäâèãàåò îäíîðîäíûå
êîìïîíåíòû íà íåêîòîðûé âåêòîð deg ∂ ðåø¼òêè M , íàçûâàåìûé ñòåïåíüþ
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äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∂ ∈ LND(A) îäíîðîäíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèå Ga(k) íà X íîðìàëèçóåòñÿ äåé-
ñòâèåì òîðà. Îäíîðîäíîå LND àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì
âåðòèêàëüíîãî òèïà, åñëè ∂(k(X)T) = 0, è ãîðèçîíòàëüíîãî òèïà â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå îäíîðîäíîå LND àëãåáðû ôóíêöèé òîðè-
÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì âåðòèêàëüíîãî òèïà.
Cëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò êðèòåðèé ëîêàëüíîé íèëüïîòåíòíîñòè ñóììû äâóõ
îäíîðîäíûõ LND âåðòèêàëüíîãî òèïà â òåðìèíàõ èõ ñòåïåíåé.

Òåîðåìà. Ïóñòü ∂1 è ∂2 � îäíîðîäíûå LND âåðòèêàëüíîãî òèïà

àëãåáðû A, ãðàäóèðîâàííîé ðåø¼òêîé M . Òîãäà ∂1 + ∂2 ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà deg ∂1 + deg ∂2 /∈ ωM .

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà êëàññèôèêàöèè îäíîðîäíûõ LND âåðòè-
êàëüíîãî òèïà, ïîëó÷åííîé À. Ëüåíäî (ñì. [2]). Åãî ðåçóëüòàòû ðàçâèâàþò
ïîäõîä Ì. Äåìàçþðà, èçëîæåííûé â [1]. Äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèé ãîðèçîí-
òàëüíîãî òèïà òåîðåìà íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] M. Demazure. Sous-groupes algebriques de rang maximum du groupe
de Cremona. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. 3 (1970), pp. 507�588.
[2] A. Liendo. Ga-actions of �ber type on a�ne T-varieties. J. Algebra 324 (2010),
pp. 3653�3665.

Ðàíãè ãðóïï çàöåïëåíèé è ñâîáîäíûå àëãåáðû Ëè
Ì.Á. Ñêîïåíêîâ1

Èíñòèòóò ïðîáëåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè
èì. À.À. Õàðêåâè÷à ÐÀÍ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

skopenkov@rambler.ru

Äîêëàä ïîñâÿùåí êëàññèôèêàöèè óçëîâ è çàöåïëåíèé â ìíîãîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Åñòåñòâåííûé âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, â êàêèõ ðàçìåðíîñòÿõ ìíî-
æåñòâî èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ çàöåïëåíèé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì? Îêàçû-
âàåòñÿ, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó îá àëãåá-
ðàõ Ëè. Ïóñòü L =

⊕∞
m=1 Lm � ñâîáîäíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ ñóïåðàëãåáðà

Ëè íàä ïîëåì Q, ïîðîæäåííàÿ r ýëåìåíòàìè P1 ∈ Lp1, . . . , Pr ∈ Lpr . Ïóñòü

1Äîêëàä÷èê ÷àñòè÷íî ïîääåðæàí ãðàíòîì Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ�3965.2012.1, ôîíäîì ¾Äèíàñòèÿ¿, ôîí-
äîì Ñàéìîíñà, ãðàíòîì ÐÔÔÈ 12�01�00748�à.
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w : Lm−p1 ⊕ · · · ⊕ Lm−pr → Lm � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé
w(x1, . . . , xr) = [P1, x1] + · · ·+ [Pr, xr].

Òåîðåìà. [1] Ïóñòü r > 2 è p1, . . . , pr < m− 2. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

• ìíîæåñòâî èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ãëàäêèõ âëîæåíèé Sm−p1+1 ⊔ · · · ⊔
Sm−pr+1 → Sm+3 ñ íåçàóçëåííûìè êîìïîíåíòàìè êîíå÷íî;

• îòîáðàæåíèå w : Lm−p1 ⊕ · · · ⊕ Lm−pr → Lm èíúåêòèâíî;

• óðàâíåíèå p1x1 + · · · + prxr = m íå èìååò ðåøåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ

öåëûõ ÷èñëàõ x1, . . . , xr.

Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ òàêæå ôîðìóëà äëÿ ðàçìåðíîñòè ÿäðà îòîáðàæå-
íèÿ w, ÷òî äàåò ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ðàíãà ãðóïïû çàöåïëåíèé. Íåêîòîðûå
âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Îäíî èç ïðèìåíåíèé ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå äîêëàä÷èêà [4].

Óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ä. Êðîóëè è Ñ. Ôåððè [1].
Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè À. Õåôëèãåðà [2]
è îáîáùåíèè ôîðìóëû Ý. Âèòòà, ïîëó÷åííîì Â. Ïåòðîãðàäñêèì [3].

Òàáëèöà 1: Ðàíãè ãðóïï èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ãëàäêèõ âëîæåíèé Sp ⊔ Sp+k → Sp+l+k ñ
íåçàóçëåííûìè êîìïîíåíòàìè ïðè p 6 5.

p 1 2 3 4 5
l ≥ 3 3 ≥ 4 3 4 ≥ 5 3 4 5 ≥ 6 3 4 5 6 ≥ 7

0 0 1 0 2 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0
k 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

2 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
≥ 3 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] D. Crowley, S. Ferry, M. Skopenkov. The rational classi�cation of links in
codimension > 2. Forum Math. 2012, to appear, see also arXiv: math.AT/
1106.1455.
[2] A. Hae�iger. Di�erentiable embeddings of Sn in Sn+q for q > 2. Ann. Math.,
Ser. 3 83 (1966), pp. 402�436.
[3] V. Petrogradsky. Witt's formula for restricted Lie algebras. Adv. Appl. Math.,
30:1 (2003), pp. 219�227.
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[4] M. Skopenkov. When the set of embeddings is �nite? Submitted (2011), see
also arXiv: math.GT/1106.1878.

Òîæäåñòâà, ñâÿçàííûå ñ íåïðèâîäèìûìè ìîäóëÿìè
àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà1

Ò.Â. Ñêîðàÿ, Þ.Þ. Ôðîëîâà
Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

Óëüÿíîâñê, Ðîññèÿ
skorayatv@yandex.ru, yuyufrolova@mail.ru

Õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ K ïðåäïîëàãàåòñÿ íóëåâîé. Íàïîìíèì,
÷òî àëãåáðîé Ëåéáíèöà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæ-
äåñòâó

(xy)z ≡ (xz)y + x(yz).

Ýòî òîæäåñòâî ýêâèâàëåíòíî êëàññè÷åñêîìó òîæäåñòâó ßêîáè, êîãäà âûïîë-
íÿåòñÿ òîæäåñòâî àíòèêîììóòàòèâíîñòè. Ïîýòîìó ëþáàÿ àëãåáðà Ëè ÿâëÿåò-
ñÿ, â ÷àñòíîñòè, àëãåáðîé Ëåéáíèöà.

Ïóñòü T = K[t] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ, ðàññìàòðèâàåìîå êàê ëèíåéíàÿ
àëãåáðà ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì. Ðàññìîòðèì àëãåáðó ÃåéçåíáåðãàH ñ áàçèñîì
a, b, c è òàáëèöåé óìíîæåíèÿ ba = −ab = c, âñå îñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ
áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíû 0. Ïðåâðàòèì T â H-ìîäóëü, ñ÷èòàÿ, ÷òî f · c = f ,
f · a = f ′, f · b = tf , ãäå f ∈ T . Øòðèõ íàä ìíîãî÷ëåíîì îçíà÷àåò âçÿòèå
ïðîèçâîäíîé. Ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå T hH ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè.

Â ðàáîòå [1] Ñ.Ï. Ìèùåíêî äîêàçàë, ÷òî åñëè W � íåïðèâîäèìûé H-
ìîäóëü áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, òî òîæäåñòâà àëãåáð W hH è T hH ñîâ-
ïàäàþò.

Äëÿ ñëó÷àÿ àëãåáð Ëåéáíèöà ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîã ïîëóïðÿìîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ. Ïóñòü L1 � àëãåáðà Ëè, L2 � àëãåáðà ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì. Åñëè
L2 ÿâëÿåòñÿ L1-ìîäóëåì, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðÿìóþ ñóììó âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ L1 è L2 ñ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ (x1 + y1)(x2 + y2) = x1x2 + y1x2,
ãäå x1, x2 ∈ L1, y1, y2 ∈ L2. Îáîçíà÷èì ïîñòðîåííóþ àëãåáðó L1 h L2 è îòìå-
òèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëåéáíèöà. Çàìåòèì, ÷òî xy = 0, ãäå x ∈ L1,
y ∈ L2, â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð Ëè.

Îáîçíà÷èì Ṽ3 ìíîãîîáðàçèå ïî÷òè ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà, ïîðîæäåííîå
àëãåáðîé T h H, ñ óìíîæåíèåì (f + x)(g + y) = f · y + xy, ãäå f, g ∈ T ,
à x, y ∈ H.

1Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 10�01�00209�à.
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Òåîðåìà. Ïóñòü W � ïðîèçâîëüíûé íåïðèâîäèìûé áåñêîíå÷íîìåðíûé

H-ìîäóëü. Òîãäà àëãåáðà Ëåéáíèöà W hH ïîðîæäàåò ìíîãîîáðàçèå Ṽ3.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ñ.Ï. Ìèùåíêî. Ðîñò ìíîãîîáðàçèé àëãåáð Ëè. ÓÌÍ 45 (1990), �6(276),
ñ. 25�45.

Ïðîñòûå ðåäóöèðîâàííûå îá¼ðòûâàþùèå àëãåáðû
Ñ.Ì. Ñêðÿáèí

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,
Êàçàíü, Ðîññèÿ

Serge.Skryabin@ksu.ru

Â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîìåðíîé p-àëãåáðû Ëè g íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0 âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñåìåéñòâî ðå-
äóöèðîâàííûõ îá¼ðòûâàþùèõ àëãåáð Uξ(g), ïàðàìåòðèçîâàííûõ ëèíåéíûìè
ôóíêöèÿìè ξ ∈ g∗. Àëãåáðà Uξ(g) åñòü ôàêòîðàëãåáðà óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòû-
âàþùåé àëãåáðû U(g) ïî å¼ èäåàëó, ïîðîæä¼ííîìó ìíîæåñòâîì öåíòðàëüíûõ
ýëåìåíòîâ {xp−x[p]−ξ(x)p ·1 | x ∈ g}. Ñ êàæäîé ëèíåéíîé ôóíêöèåé ξ ìîæíî
ñâÿçàòü àëüòåðíèðóþùóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó βξ : g× g → k ïî ôîðìóëå

βξ(x, y) = ξ
(
[x, y]

)
, x, y ∈ g.

Àëãåáðà Ëè g íàçûâàåòñÿ ôðîáåíèóñîâîé, åñëè ñåìåéñòâî {βξ | ξ ∈ g∗} ñîäåð-
æèò íåâûðîæäåííóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p-àëãåáðà Ëè g ðàçðåøèìà è p > 2. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû àëãåáðà Uξ(g) áûëà ïðîñòîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû áèëèíåéíàÿ ôîðìà βξ áûëà íåâûðîæäåííîé. Åñëè βξ íåâûðîæäåíà, òî ξ
èìååò [p]-íèëüïîòåíòíóþ ïîëÿðèçàöèþ p, äëÿ êîòîðîé ξ(p[p]) = 0. Â ýòîì

ñëó÷àå åäèíñòâåííûé íåïðèâîäèìûé Uξ(g)-ìîäóëü èíäóöèðîâàí ñ îäíîìåð-

íîãî Uξ(p)-ìîäóëÿ.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p-àëãåáðà Ëè g ôðîáåíèóñîâà è âñå å¼ ïðè-

ñîåäèí¼ííûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðèíàäëåæàò àëãåáðå Ëè ãðóïïû àâòîìîð-

ôèçìîâ Aut g. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòîòà àëãåáðû Uξ(g) òàêæå ðàâíîñèëüíà

íåâûðîæäåííîñòè áèëèíåéíîé ôîðìû βξ.

Â îáùåì ñëó÷àå îñòà¼òñÿ íåèçâåñòíûì, ñîâïàäàþò ëè ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ
ôóíêöèé ξ, âûäåëÿåìûõ óñëîâèåì ïðîñòîòû Uξ(g) è óñëîâèåì íåâûðîæäåí-
íîñòè βξ.
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Ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ
Å.Þ. Ñìèðíîâ

ÍÈÓ ÂØÝ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ
evgeny.smirnov@gmail.com

Ýòî î÷åíü ïðåäâàðèòåëüíàÿ è äîñòàòî÷íî îïòèìèñòè÷íàÿ ïðîãðàììà, êîòî-
ðàÿ, ñêîðåå âñåãî, áóäåò ñêîððåêòèðîâàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäâàðèòåëüíûìè
çíàíèÿìè, ïîæåëàíèÿìè è ýíòóçèàçìîì ñëóøàòåëåé. Òåìû, ïîìå÷åííûå çâ¼ç-
äî÷êàìè, ñêîðåå âñåãî, îñòàíóòñÿ çà êàäðîì.

Ëåêöèÿ 1. Ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ. Áàçîâûé ïðèìåð: ïîëíûå ôëàãè â òð¼õ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Âëîæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ â ïðîåêòèâíîå
ïðîñòðàíñòâî è íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû.
Ïðåäñòàâëåíèå Áîðåëÿ äëÿ êîëüöà êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ.
(*) Òåîðåìà Áîðåëÿ�Âåéëÿ�Áîòòà.

Ëåêöèÿ 2. Ðàçëîæåíèå Áðþà äëÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû. ÐàçëîæåíèåØó-
áåðòà, ïîðÿäîê Áðþà. Öèêëû Øóáåðòà â ïðåäñòàâëåíèè Áîðåëÿ, ìíî-
ãî÷ëåíû Øóáåðòà, îïåðàòîðû ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé. (*) Êîìáèíàòîð-
íûé ïîäõîä ê ìíîãî÷ëåíàì Øóáåðòà: rc-ãðàôû è òåîðåìà Êèðèëëîâà�
Ôîìèíà.

Ëåêöèÿ 3. Èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà. Òåîðåìà î òðàíñâåðñàëüíîñòè. Ôîðìóëà
Øåâàëëå�Ìîíêà äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ öèêëà Øóáåðòà è äèâèçîðà. (*) Ìíî-
ãîãðàííèê Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà êàê ìîäåëü äëÿ èñ÷èñëåíèÿ Øóáåðòà.

Äåëüòà-ôóíêöèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ
ñ ãàóññîâñêîé ìåòðèêîé

Ì.À. Ñîêîëîâà
Òàìáîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èì. Ã.Ð. Äåðæàâèíà, Òàìáîâ, Ðîññèÿ
Sokolik-tsu@mail.ru

Ïóñòü Vn, n ∈ N = {0, 1, 2, . . .}, � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ f(x) îò îä-
íîãî ïåðåìåííîãî ñòåïåíè íå âûøå n (íàä ïîëåì C). Åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà
n+ 1. Ââåäåì â Vn ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ãàóññîâñêîé ìåòðèêîé:

(f, g) =

∫ ∞

−∞
f(x) g(x) e−x2

dx. (1)
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Äåëüòà-ôóíêöèÿ δ = δ(x) ñîïîñòàâëÿåò âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) å¼
çíà÷åíèå â íóëå: (δ, f) = f(0). Â ïðîñòðàíñòâå Vn ýòà äåëüòà-ôóíêöèÿ åñòü
íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë. Îí ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ñ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì Φn(x) èç Vn:

(δ, f) = f(0) = (f,Φn). (2)

Ìû õîòèì íàïèñàòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ Φn, ñì. òåîðåìó 1, îíî èñïîëüçóåò
ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà Hn(x), n ∈ N.

Íàïîìíèì íåêîòîðûé ìàòåðèàë îá ýòèõ ìíîãî÷ëåíàõ, ñì. [1]. Ìíîãî÷ëå-
íû Hn(x) ïîëó÷àþòñÿ îðòîãîíàëèçàöèåé ñèñòåìû 1, x, x2, . . . ïî ñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ (1). Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû � ôîðìóëà Ðîäðèãà:

Hn(x) = (−1)n ex
2 dn

dxn
e−x2

,

ôîðìóëà Êðèñòîôôåëÿ�Äàðáó:

n∑
m=0

Hn(x)Hn(y)

2mm!
=
Hn+1(x)Hn(y)−Hn(x)Hn+1(y)

2n+1n!
, (3)

ÿâíàÿ ôîðìóëà:

Hn(x) = n!
∑ (−1)k

(n− 2k)! k!
(2x)n−2k . (4)

Ñêàëÿðíûé êâàäðàò äàåòñÿ ôîðìóëîé:

(Hn, Hn) =
√
π 2n n! (5)

Òåîðåìà 1. Ìíîãî÷ëåí Φn(x) � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ îò x. Äëÿ ÷¼òíîãî n
ìíîãî÷ëåí Φn(x) åñòü

Φn(x) =
1√
π
· (−1)n/2

2n+1(n/2)!
· Hn+1(x)

x
, (6)

äëÿ íå÷¼òíîãî n ìíîãî÷ëåí Φn(x) ñîâïàäàåò ñ Φn−1(x) (ïîñêîëüêó δ(x) îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü íà íå÷¼òíûõ ôóíêöèÿõ ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ÷¼òíîå n. Ðàçëîæèì Φn(x)

ïî ìíîãî÷ëåíàì Ýðìèòà:

Φn(x) =
n∑

m=0

(Φn, Hm)

(Hm, Hm)
Hm(x).
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Â ñèëó (2) è (5) ïîëó÷èì

Φn(x) =
1√
π

n∑
m=0

Hm(0)

2mm!
Hm(x). (7)

Òåïåðü èñïîëüçóåì (3) è ïîëó÷àåì (6). �
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì óòî÷íèòü ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ (7). Ïî (4)

èìååì

Hm(0) =
(−1)(m/2)

(m/2)!
m! ïðè ÷¼òíîì m,

Hm(0) = 0 ïðè íå÷¼òíîì m,

ïîýòîìó

Φn(x) =
1√
π

n/2∑
m=0

(−1)m

22mm!
H2m(x).

Òåîðåìà 2. Ñêàëÿðíûé êâàäðàò ìíîãî÷ëåíà Φn(x) ñ ÷åòíûì n äà¼òñÿ

ôîðìóëîé:

(Φn,Φn) =
1√
π
· (n+ 1)!

2n+1(n/2)!2
. (8)

Åãî àñèìïòîòèêà ïðè n→ ∞ òàêîâà:

(Φn,Φn) ∼
1

π
√
2
·
√
n . (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî (2) èìååì (Φn,Φn) = Φn(0). Ïî (6) è (4) íàõîäèì
âûðàæåíèå (8). Ôîðìóëà (9) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ñòèðëèíãà. �

Ïóñòü Fh � ïðîñòðàíñòâî Ôîêà, ñîñòîÿùåå èç öåëûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé f(z) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =
1

πh

∫
C
f(z) g(z) exp

(
−zz
h

)
dx dy, z = x+ iy.

Ïàðàìåòð h åñòü ¾ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà¿. Ýòî ïðîñòðàíñòâî èçîìåòðè÷íî ïðî-
ñòðàíñòâó L2(R, dq) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áàðãìàíà

f(z) =

∫ ∞

−∞
T (z, q)ψ(q) dq,

ãäå

T (z, q) = D · exp
{
−1

h

(
z2

2
−
√
2zq +

h2

2

)}
, D = (πh)−1/4 .
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Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîñòðàíñòâî L2(R, dq) èçîìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâó L2 íà R
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (1).

Ïðè ñêâîçíîì èçîìîðôèçìå ìíîãî÷ëåíó Ýðìèòà Hn(x) îòâå÷àåò ôóíêöèÿ

π1/4 (2/h)n/2 zn

èç Fh. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíó Φn(x) ñ ÷¼òíûì n îòâå÷àåò ìíîãî÷ëåí

Mn(z) = π−1/4

n/2∑
m=0

1

m!

(
− z2

2h

)m

èç Fh. Ýòî åñòü ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà äëÿ ôóíêöèè

h1/4 T (z, 0) = π−1/4 · exp
(
− z2

2h

)
.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Î êëàññèôèêàöèè ïðåäñòàâëåíèé ÿíãèàíà
ñóïåðàëãåáðû Ëè òèïà A(1, 1)

Â.À. Ñòóêîïèí1

Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò

Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ,
Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîññèÿ

stukopin@mail.ru

Òåîðèÿ ÿíãèàíîâ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè è èõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàç-
âèòîé òåîðèåé, ðàçäåëîì òåîðèè êâàíòîâûõ ãðóïï, îñíîâû êîòîðîé áûëè çà-
ëîæåíû Â.Ã. Äðèíôåëüäîì (ñì. [1], à òàêæå ìîíîãðàôèþ [2]). Ñ 90-õ ãîäîâ
ïðîøëîãî âåêà ñòàëà ðàçâèâàòüñÿ òåîðèÿ ÿíãèàíîâ ñóïåðàëãåáð Ëè. Ñëåäóåò
ñêàçàòü, ÷òî îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿíãèàíîâ ñóïåðàëãåáð
Ëè ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé äëÿ òåîðèè è èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæå-
íèÿ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ÷èñëî òàêèõ ïðèëîæåíèé çíà÷èòåëüíî âûðîñ-
ëî, â ÷àñòíîñòè, ïðîÿñíèëàñü ñâÿçü ñ êâàíòîâîé òåîðèåé ñóïåðñòðóí, à òàê-
æå ñ òåîðèåé êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé ßíãà�Ìèëëñà, èãðàþùèõ âàæíåéøóþ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííî-
âàöèîííîé Ðîññèè¿ â ðàìêàõ ìåðîïðèÿòèÿ 1.2.2 (ãîñêîíòðàêò Ï1116).
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ðîëü â ñîâðåìåííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêå. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ âàæ-
íûì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé ÿíãèàíîâ ñóïåðàëãåáð Ëè òèïà
A(n, n) = sl(n+1, n+1), n = 1, 2, 3. Èññëåäîâàíèþ ïðåäñòàâëåíèé ÿíãèàíà ñó-
ïåðàëãåáðû Ëè A(1, 1) è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ çàìåòêà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
ðàáîòû � êëàññèôèêàöèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿíãèàíà Y (A(1, 1))
ñóïåðàëãåáðû Ëè A(1, 1) = sl(2, 2).

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñóïåðàëãåáðû Ëè sl(2, 2) = A(1, 1). Ýòî áàçèñíàÿ
ñóïåðàëãåáðà Ëè, ïîðîæä¼ííàÿ îáðàçóþùèìè h1, h2, h3, x

±
1 , x

±
2 , x

±
3 . Ìàòðèöà

Êàðòàíà, çàäàþùàÿ ñèñòåìó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

A = (ai,j)
3
i,j=1 =

 2 −1 0
−1 0 1
0 −1 2

 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòûå êîðíè ñóïåðàëãåáðû Ëè òèïà A(n, n) íå ÿâëÿþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè, èìåííî, â ñëó÷àå ñóïåðàëãåáðû Ëè òèïà A(1, 1): α1+2α2+α3 = 0.
Ñàìà æå ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[hi, hj] = 0, i = 1, 2, 3,

[hi, x
±
j ] = ±aijx±j , i, j = 1, 2,

[x±i , [x
±
i , x

±
j ]] = 0,

[x+i , x
−
j ] = δijhj, i = 1, 2, 3.

Îòìåòèì, ÷òî îáðàçóþùèå x±2 � íå÷¼òíûå, à îñòàëüíûå îáðàçóþùèå ÷¼ò-
íûå, òî åñòü p(x±2 ) = 1, p(x±1 ) = p(x±3 ) = p(h1) = p(h2) = p(h3) = 0, ãäå p �
ôóíêöèÿ ÷¼òíîñòè. Ïóñòü g = sl(2, 2). Íàïîìíèì òåïåðü îïðåäåëåíèå ÿíãèàíà
Y (g) = Y (sl(2, 2)) (ñì. [3], à òàêæå [4]).

Ïóñòü Y (g)~ (ñì. [3]) � ñóïåðàëãåáðà (íàä êîëüöîì ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ C[[~]]), ïîðîæä¼ííàÿ îáðàçóþùèìè hi,k, x

±
i,k, i ∈ I = {1, 2, 3}, k ∈ Z+

(p(x±2,k) = 1, p(x±1,k) = p(x±1,k) = p(h1,k) = p(h2,k) = p(h3,k) = 0, k ∈ Z+),
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

[hi,k, hj,l] = 0,

δi,jhi,k+l = [x+i,k, x
−
j,l],

[hi,k+1, x
±
j,l] = [hi,k, x

±
j,l+1] + (aij/2)~(hi,kx±j,l + x±j,lhi,k),

[hi,0, x
±
j,l] = ±aijx±j,l,

[x±i,k+1, x
±
j,l] = [x±i,k, x

±
j,l+1] + (aij/2)~(x±i,kx

±
j,l + x±j,lx

±
i,k),

[x±i,k1, [x
±
i,k2
, x±s,j]] + [x±i,k2, [x

±
i,k1
, x±s,j]] = 0.
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ ~, íå ðàâíûõ 0, ñóïåðàëãåáðû Õîïôà
Y (g)~ èçîìîðôíû. ßíãèàí ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñïåöèàëèçàöèè ~ = 1.

Íèæå èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ÿíãèàíîâ: ìîäóëü Âåð-
ìà ÿíãèàíà, ïðîñòîé ìîäóëü (íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå) (ñì. [2], [5]).

Ñëåäóþùèé òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî â [5],
è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû.

Òåîðåìà. 1) Êàæäûé íåïðèâîäèìûé êîíå÷íîìåðíûé Y (sl(2, 2))-ìîäóëü V
ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ñî ñòàðøèì âåñîì d: V (d).
2) Ìîäóëü V (Λ) êîíå÷íîìåðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ñóùåñòâóþò

ìíîãî÷ëåíû P d
1 , P

d
3 à òàêæå ìíîãî÷ëåíû P d

2 , Q
d
2, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäó-

þùèì óñëîâèÿì:
à) âñå ýòè ìíîãî÷ëåíû ñî ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàâíûìè 1;
b)

P d
i (u+ 1)

P d
i (u)

= 1 +
∞∑
k=0

di,k · u−k−1, i = 1, 3,

P d
2 (u)

Qd
2(u)

= 1 +
∞∑
k=0

d2,k · u−k−1.
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Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðîâ óíèòðåóãîëüíîé ãðóïïû
Å.Â. Ñóðàé

Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Ñàìàðà, Ðîññèÿ
suraylena@mail.ru

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà Ëè, Tg � å¼ íåïðèâîäèìîå ïðåä-
ñòàâëåíèå. Ïðîäîëæèì ïðåäñòàâëåíèå Tg ãðóïïû G äî ïðåäñòàâëåíèÿ Tφ å¼
ãðóïïîâîé àëãåáðû L1(G). Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ôèíèòíîé
ôóíêöèè φ îïåðàòîð Tφ èìååò ñëåä è ôîðìóëîé (χ, φ) = Tr(Tφ) îïðåäåëåí
õàðàêòåð χ(g) êàê îáîáù¼ííàÿ ôóíêöèÿ íà G.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ìåòîäó îðáèò À.À.Êèðèëîâà ñóùåñòâóåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ñâÿçíîé
íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû Ëè è å¼ êîïðèñîåäèí¼ííûìè îðáèòàìè. Â [1] âû÷èñëå-
íû õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, àññîöèèðîâàííûõ ñ êîïðèñîåäè-
í¼ííûìè îðáèòàìè ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè äëÿ ãðóïïû UT(n,R), ñîñòîÿ-
ùåé èç âåðõíåòðåóãîëüíûõ n× n ìàòðèö ñ åäèíèöàìè ïî äèàãîíàëè. Êëàññè-
ôèêàöèÿ ñóáðåãóëÿðíûõ êîïðèñîåäèí¼ííûõ îðáèò (òî åñòü îðáèò ðàçìåðíîñòè
íà äâà ìåíüøå ìàêñèìàëüíîé) äëÿ ýòîé ãðóïïû ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [2]. Â äî-
êëàäå áóäóò ðàññêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4], â êîòîðîé íà îñíîâå êëàññè-
ôèêàöèè èç [2] ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ñóáðåãóëÿðíûõ õàðàêòåðîâ. (Îòìåòèì,
÷òî â ñòàòüå [3] ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ñóáðåãóëÿðíûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû
UT(n,Fq).)

Ôîðìóëû èìåþò ðàçëè÷íûé âèä äëÿ ÷¼òíîãî è íå÷¼òíîãî n. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé ÷¼òíîãî n. Ïóñòü n = 2(k+m+2). Ðàçîáü¼ì ñòðîêè è ñòîëáöû íà áëîêè
(m, 1, 1, k, k, 1, 1,m). Îáùèé ýëåìåíò g ∈ UT(n,R) çàïèøåì â âèäå áëî÷íîé
ìàòðèöû g = (Cij), ãäå 1 6 i 6 j 6 8.

Èç [2] âûòåêàåò, ÷òî íà âñÿêîé ñóáðåãóëÿðíîé êîïðèñîåäèí¼ííîé îðáèòå
ãðóïïû UT(n,R) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò âèäà

f =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Λ2 0 0 0 0
0 γ1 0 0 0 0 0 0
0 0 γ2 0 0 γ3 0 0
Λ1 0 0 0 0 0 0 0


, (1)

ãäå γ1, γ2 ̸= 0, Λ1, Λ2 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ ýëåìåíòû ïîáî÷íîé
äèàãîíàëè îòëè÷íû îò íóëÿ, à âíå ïîáî÷íîé äèàãîíàëè íóëåâûå. Ïóñòü C =
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(cij) � ìàòðèöà ðàçìåðà k × k, ∆s � å¼ íèæíèé ëåâûé ìèíîð ðàçìåðà s,

Ps =
(−1)k−s∆s

∆s+1
, Λ = sdiag(λ1, . . . , λk). Ïîëîæèì

χ∗
Λ(C) =

e2πi(λ1P1+...+λkPk)

µ0 · |∆2∆3 · · ·∆k|
, µ0 = |λk−1

1 λk−2
2 · · ·λ0k|.

Òåîðåìà. Ïóñòü n = 2(k+m+2). Õàðàêòåð íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî îðáèòå ýëåìåíòà f ∈ ut(n,R)∗ èç (1), èìååò âèä

χ(g) = δ(S) · χ∗
Λ1
(C̃18) · χ∗

Λ2
(C45) · χ∗

0(g)

ãäå δ(S) � ïðîèçâåäåíèå äåëüòà-ôóíêöèé îò íåêîòîðîé ñèñòåìû ðàöèîíàëü-

íûõ ôóíêöèé S. Çàìûêàíèå àííóëÿòîðà S ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ìíîæå-

ñòâà AdG(G
f). Ìàòðèöà C̃18 ñîñòàâëåíà èç ýëåìåíòîâ áëîêà C18 ñ ïîìîùüþ

ÿâíûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, è

χ∗
0(g) =

1

|γ1γ2|k · (C23 · detC45 · C67)m
e
2πi

(
γ1
C67

Q0+γ3C67

)
,

Q0 = c23c37 + c24c47 + c25c57 + c26c67.

Ñëó÷àé íå÷¼òíîãî n ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Îá îäíîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ êîñ â òåðìèíàõ
ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà

Ñ.Â. Òàëàëîâ
Òîëüÿòòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

Òîëüÿòòè, Ðîññèÿ
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Â äîêëàäå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà òî÷åê âîçâðàòà êðèâîé, ýâîëþöèîíèðóþ-
ùåé íà ïëîñêîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè òåîðèè ñòðóí. Òàêèì îáðàçîì,
ðàññìàòðèâàåìûì îáúåêòîì ÿâëÿþòñÿ ñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
ïîâåðõíîñòè â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E1,2 (ìèðîâûå ëèñòû ñòðóíû),
èìåþùèå íóëåâóþ ñðåäíþþ êðèâèçíó. Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà òàêîé ïîâåðõíî-
ñòè îïèñûâàåòñÿ â ïðåäñòàâëÿåìîì ïîäõîäå ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé [1], êîòîðàÿ îáîáùàåò èçâåñòíîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ. Ãðóïïà ñèì-
ìåòðèè äàííîé ñèñòåìû (îáîáùàþùàÿ 2D êîíôîðìíóþ ãðóïïó ξ± → f±(ξ±))
ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ôàêòîðèçàöèþ ìíîæåñòâà ñòðóííûõ ìèðîâûõ ëèñòîâ, ÷òî
ïîçâîëÿåò äàëåå ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà èçó÷åíèè èõ îñîáåííîñòåé � ìèðîâûõ
ëèíèé òî÷åê âîçâðàòà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäîìó ñìåæíîìó êëàññó ìîæ-
íî ñîïîñòàâèòü òó èëè èíóþ (â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ) ñïåê-
òðàëüíóþ çàäà÷ó. Òàê, â îïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâèòåëü â óêàçàííûõ
ñìåæíûõ êëàññàõ ìîæåò áûòü âûáðàí òàê, ÷òî åãî ìèðîâîé ëèñò âîññòàíàâ-
ëèâàåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóïïû äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà E1,2) ïî ðåøåíèÿì
ïàðû ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ëèáî Äèðàêà, êîýôôèöèåíòû
êîòîðûõ îïðåäåëåíû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ìèðîâîãî ëèñòà. Ðàññìà-
òðèâàþòñÿ ¾N -ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ¿ (òî åñòü áåçîòðàæàòåëüíûå ïîòåíöèàëû
â äàííîì ñëó÷àå). Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, ñóììàðíîå ÷èñëî òî÷åê äèñêðåò-
íîãî ñïåêòðà â óêàçàííûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷àõ ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó íèòåé
êîñû ìèðîâûõ ëèíèé òî÷åê âîçâðàòà ñòðóíû; äåôîðìàöèÿ ñïåêòðà ïðèâîäèò,
âîîáùå ãîâîðÿ, ê èçìåíåíèþ òîïîëîãèè êîñû. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ
ïîäõîäà, ðàçðàáîòàííîãî àâòîðîì ðàíåå [2], [3], [4], [5].
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Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé îñíàùåííûõ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ
è êëàññèôèêàöèÿ íàáîðîâ îïåðàòîðîâ

Ñ.Í. Ôåäîòîâ
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

glwrath@yandex.ru

Â ðàáîòå [6] Ì. Ðàéíåêå äëÿ êîë÷àíîâ áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ïîëó-
÷èë ÿâíóþ ðåàëèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ îñíàù¼ííûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ñ äàííûì âåêòîðîì ðàçìåðíîñòè â âèäå ãðàññìàíèàíà ïîäïðåäñòàâ-
ëåíèé íåêîòîðîãî èíúåêòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Âîçìîæíû äâà ïóòè îáîáùå-
íèÿ ýòîé êîíñòðóêöèè äëÿ êîë÷àíîâ ñ îðèåíòèðîâàííûìè öèêëàìè. Ïðåæäå
âñåãî, ìîæíî âìåñòî âñåãî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ðàññìîòðåòü ñëîè åãî ïðîåê-
öèè πs íà ñòàíäàðòíûé êàòåãîðíûé ôàêòîð. Èõ ñòðóêòóðà áûëà èññëåäîâàíà
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîë÷àíîâ íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì â [1] è äëÿ
íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî êëàññà êîë÷àíîâ íàä ïðîèçâîëüíûì áåñêîíå÷íûì
ïîëåì â [2]. Â ÷àñòíîñòè, â [2] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êîë÷àíîâ
êàæäûé èç ñëî¼â πs èçîìîðôåí ãðàññìàíèàíó ïîäïðåäñòàâëåíèé íåêîòîðîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ äðóãîãî êîë÷àíà.

Ïîñêîëüêó äëÿ êîë÷àíà ñ îðèåíòèðîâàííûìè öèêëàìè ïðîñòðàíñòâî ìî-
äóëåé ñòàáèëüíûõ îñíàù¼ííûõ ïðåäñòàâëåíèé íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì, îíî
íå ìîæåò áûòü èçîìîðôíî ãðàññìàíèàíó ïîäïðåäñòàâëåíèé. Òåì íå ìåíåå,
ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. [3, Theorem 4.3(2)] Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ îñíà-
ù¼ííûõ ïðåäñòàâëåíèé èçîìîðôíî ëîêàëüíî çàìêíóòîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ

â ïðîèçâåäåíèè ãðàññìàíèàíîâ.

Öåíòðàëüíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå èãðàþò ñêåëåòû ñòàáèëüíûõ îñíàù¼í-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé. Äëÿ ìîäóëåé íàä êîíå÷íîìåðíûìè àëãåáðàìè àíàëîãè÷-
íîå ïîíÿòèå áûëî ââåäåíî Ê. Áîíãàðòöîì è Á. Þçãåí-Öèììåðìàíí (ñì., íà-
ïðèìåð, [4]); â íàøåé ñèòóàöèè ñêåëåòû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåêîòî-
ðûå êàíîíè÷åñêèå áàçèñû äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà ê ïðîñòðàíñòâó ïðåä-
ñòàâëåíèÿ.
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Èçâåñòíî [5, Proposition 0.9], ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà ñòàáèëüíûõ îñíàù¼ííûõ
ïðåäñòàâëåíèé ìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàñ-
ñëîåíèåì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðèâèàëèçóùåå ïîêðûòèå ìîæåò áûòü îïèñàíî
äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ ñêåëåòîâ îñíàù¼ííûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé. Áîëåå òî÷íî, èìååì

Òåîðåìà 2. [3, Theorem 4.3(1)] Ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà ñòà-

áèëüíûõ îñíàù¼ííûõ ïðåäñòàâëåíèé îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè X(S),
ïàðàìåòðèçóåìûìè äîïóñòèìûìè ñêåëåòàìè S, îãðàíè÷åíèå íà êîòîðûå
ìîðôèçìà ôàêòîðèçàöèè åñòü ïðîåêöèÿ íà ïðÿìîé ñîìíîæèòåëü, èçîìîðô-
íûé àôôèííîìó ïðîñòðàíñòâó.

Äîêàçàòåëüñòâà îáåèõ òåîðåì äîñòàòî÷íî êîíñòðóêòèâíû; èñïîëüçóåìûå
ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé, èçîìîðôíû ëè äðóã
äðóãó äâà ñòàáèëüíûõ îñíàù¼ííûõ ïðåäñòàâëåíèÿ.

Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ýòè êîíñòðóêöèè ïðèíèìàþò äëÿ êîë÷àíà Lq, â êî-
òîðîì îäíà âåðøèíà è q ïåòåëü. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû êëàñ-
ñèôèêàöèÿ îñíàù¼ííûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîãî êîë÷àíà � ýòî êëàññèôèêàöèÿ
íàáîðîâ èç q ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ a1, . . . , aq è k ëèíåéíûõ ôóíêöèé f1, . . . , fk
íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå (çäåñü k � ýòî ïàðàìåòð, çàäàþùèé îñíàùåíèå).
Óñëîâèå ñòàáèëüíîñòè ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: íèêàêîå íåíóëåâîå îáùåå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ ai
íå ñîäåðæèòñÿ â ïåðåñå÷åíèè ÿäåð fi. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàáîðîâ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ ýòîìó ñâîéñòâó, ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ; êðîìå òîãî, îïè-
ñàíà ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé.
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